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郑兆顺、常瑞玲等编写的《高等数学》是结合多年职业院校高等数学教育研究成果及精

品课建设、在线课建设和一线教学实践经验精心编写而成的,令人耳目一新,其特色主要体

现在如下几个方面。
1. 充分发挥高等数学技术教育功能和文化教育功能,突出高等数学教育教学的本质。
2. 注重教学方法论的指导地位,把提高学生的一般科学素养、文化修养及形成和发展数

学品质作为高等数学的教育目标。
3. 高等数学要为学习相关专业课程和后继课程服务,为培养学生的思维能力服务,为学

生处理和解决相关实际问题服务,为学生的可持续发展服务。
4. 注重概念方法的教学,强化基本概念脱胎于实际的过程和主要方法,在适度注意数学

的理论性、严密性、系统性的基础上返璞归真,尽量使数学知识生活化、通俗化、简单化。
5. 注重培养学生用数学思想和方法分析、解决问题的能力,特别是用数学的思想、概念、

方法,消化吸收“工程”概念和“工程”原理的能力,把实际问题转化为数学模型的能力,以及

求解数学模型的能力。
6. 在例题的处理上,层次分明、衔接得当、前后贯通,特别是穿插的思考问题,对打破学

生的思维定式很有益处。
7. 增加数学实验模块,提升学生应用能力。 数学实验模块主要是每章所学计算方法在

数学软件中的实现,目的是结合专业特点,更好地提高数学建模能力及用数学软件解决实际

问题的能力。
8. 本着教材建设是树人立魂的大事之理念,高等数学教材承载着文化传承的使命,在每

一章的后面增加了阅读材料———数学史话。 该模块让学生了解所学知识的来源、发展及相

应的数学家的故事,以提高学生的数学素养和人文素养。
显而易见,作者对《高等数学》的编写下了功夫,做了努力,期望本书在使用过程中能日

臻完善。

全国数学科学方法论研究交流中心副主任
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本书是编者根据职业院校对高等数学课程教学基本要求,结合 20 多

年“MM 教育方式”的研究成果和近 30 年的一线教学实践经验,经过认真

研究、集思广益,通力合作,精心编写而成的。 编者将精品课程建设、精品

资源共享课程建设、精品在线课程建设与教材建设有机结合,精心锤炼。
本书的所有创新点体现在每个细节里,体现在处理每个知识点的“匠心”
上。 本书力求在概念中提倡返璞归真,在定理引入时合情合理,在方法中

重视策略应变,在应用中强调广泛应用。 因此,本教材内容的很多地方在

同类教材中独树一帜,新颖易学。
本书分上下两册,上册共七章,内容包括预备知识、极限与连续、导数

与微分、导数的应用、不定积分、定积分和常微分方程;下册共七章,内容

包括级数、向量代数与空间解析几何、多元函数微分学、重积分、曲线积分

与曲面积分、线性代数、概率论与数理统计初步理论。 标有“∗”的内容可

根据不同专业选学。
我们编写的《高等数学》教材在整个使用进程中,是紧跟我校人才培

养模式的变革、专业调整和学科建设的发展而逐渐完善、成熟的。 本书自

2008 年出版至今,根据教学研究目标和师生反馈意见,已经五改其稿,每
次都做了大量的修改、补充和完善,目前是第五稿。

囿于编者水平,错误和疏漏恐在所难免,还请广大读者多提宝贵意

见,以便精益求精,使本书日臻完善。

编者

2020 年 9 月
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1　　　　

第一章　 预备知识

微积分是高等数学的核心,函数是微积分的研究对象,极限是微积分的研究工具. 微积

分就是通过极限方法来研究函数的分析性质(连续性、可导性、可积性等)和分析运算(极限

运算、微分运算、积分运算等),因此极限概念是微积分的重要概念,是微积分的精华,也是高

等数学的灵魂. 在学习高等数学之前,本章先介绍一些预备知识.

第一节　 函数的概念

函数是自然科学中普遍使用的数学概念之一,是数学的基础概念. 我们对函数概念已经

有所认识,因为贯穿于中学数学的一条主线就是函数. 近年来,在社会科学方面,由于有一些

学科向定量化的方向发展,函数概念也广泛地应用到这些学科之中,因此函数在应用上已超

出了数学的范畴. 高等数学是以函数为主要研究对象的一门数学课程,本章一方面要复习中

学已学过的函数概念和性质,另一方面也对函数的有关知识做些必要的补充.
一、常用符号

高等数学的语言是由文字叙述和数学符号共同组成的. 一些专用符号在下文中将依次

引入,另外还需要引入一些数理逻辑符号和常用的数学符号. 数学语言的符号化是现代数学

发展的必然趋势,它既能使定义、定理的叙述和定理的证明过程简洁、明确,易于读者理解、
记忆,又能使高等数学的语言与现代数学的语言衔接贯通.

1. 蕴涵符号

符号“⇒”表示“蕴涵”或“若……则……” . 符号“⇔”表示“充分必要条件”或“等价” .
说明:(1)设 P 与 Q 表示两个命题,则用“⇒”的符号连接起来就是

P⇒Q,
它表示 P 蕴涵 Q,或若有 P 则有 Q.

用“⇔”的符号连接起来,就是

P⇔Q,
它表示 P 与 Q 等价,或 P 蕴涵 Q(P⇒Q)且 Q 蕴涵 P(Q⇒P) .

例如,等腰直角三角形⇒直角三角形,等腰直角三角形⇔三角形有两个角都等于 45°.
(2)命题 P⇒Q 与非 Q⇒非 P 是等价的. 如果要证明命题 P⇒Q 为真,那么证明命题非 Q

⇒非 P 为真即可.
2. 量词符号

(1)全称量词的符号是“∀”,表示“对任意的”或“对任一个” .
(2)存在量词的符号是“∃”,表示“存在”或“能找到” .
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例如,A⊂B,即集合 A 是集合 B 的子集,也就是集合 A 的任意元素 x 都是集合 B 的元

素,用符号表示为

∀x∈A⇒x∈B.
A = B 用符号表示为

∀x∈A⇒x∈B 且∀x∈B⇒x∈A.
3. 某些常用数学符号

(1)阶乘符号. 设 n 是自然数,符号“n!”读作“n 的阶乘”,表示不超过 n 的所有自然数

的连乘积. 如:3! = 3 × 2 × 1,5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1. 为了运算方便,规定 0! = 1.
(2)双阶乘符号. 设 n 是自然数,符号“n!!”读作“n 的双阶乘”,表示不超过 n 且与 n 有

相同奇偶性的所有自然数的连乘积. 如:6!! = 6 × 4 × 2,7!! = 7 × 5 × 3 × 1.
说明:n!! 不是(n!)!.
(3)最大(小)数的符号. 符号 max 是英文 maximum 的缩写,读作“最大” . max{a1,a2,

…,an}表示 a1,a2,…,an 这 n 个数中的最大数.
符号 min 是英文 minimum 的缩写,读作“最小” . min{a1,a2,…,an}表示 a1,a2,…,an 这

n 个数中的最小数.
如:max{5,7,3,2} = 7,min{5,7,3,2} = 2.
二、常量、变量与常用数集

在我们观察各种现象或过程的时候,经常会遇到两种不同的量:一种是在过程中保持不

变,或取一个固定数值的量,这种量称为常量;另一种是在过程中发生变化,或可在一定的范

围内取不同数值的量,这种量称为变量. 通常用 a,b,c 等表示常量,用 x,y,z,t 等表示变量.
如一架飞机在飞行过程中,乘客人数是一个常量,而飞机飞行的高度是一个变量.

讨论变量间的数量关系时,必须明确变量的取值范围,数集是表示变量取值范围的常用

方法.
在本书中,变量总是在实数范围内讨论. 常用的数集除了有自然数集 N、正整数集 N∗、

整数集 Z、有理数集 Q、实数集 R 外,还有各种类型的区间. 设 a,b∈R 且 a < b,则
开区间(a,b) = {x | a < x < b};
闭区间[a,b] = {x | a≤x≤b};
左开右闭区间(a,b] = {x | a < x≤b};
左闭右开区间[a,b) = {x | a≤x < b};
无穷区间( - ∞ , + ∞ ) =R;
同理(a, + ∞ ) = {x | x > a};
[a, + ∞ ) = {x | x≥a};
( - ∞ ,b) = {x | x < b};
( - ∞ ,b] = {x | x≤b} .
此外,为了讨论函数在一点邻近区间的某些性质,这里引入点的邻域的概念.
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定义 1. 1　 设 a,δ∈R,δ > 0,数集{x | | x - a | < δ},即实数轴上和 a 点的距离小于 δ
的点的全体,称为点 a 的 δ 邻域,记作 U(a,δ) .

如图 1 - 1(a)所示,点 a 与数 δ 分别称为邻域的中心与半径. 有时用 U(a)表示点 a 的一

个泛指的邻域. 数集{x | 0 < | x - a | < δ}称为点 a 的去心 δ 邻域,记作 Ů(a,δ),如图 1 - 1(b)
所示. 显然,U(a,δ) = (a - δ,a + δ),Ů(a,δ) = (a - δ,a)∪(a,a + δ) .

图 1 - 1

三、函数的概念

定义 1. 2　 设 x 和 y 是两个变量,D 是 R 上的非空子集,对于任意 x∈D,变量 y 按

照某个对应关系(如 f)有唯一确定的实数与之对应(记作 f(x)),则称 y = f(x)是定义在

D 上的函数. x 称为自变量,y 称为因变量,D 称为函数 y = f(x)的定义域,数集{ f(x) |
x∈D}称为函数 y = f(x)的值域.

对于具有实际意义的函数来说,函数的定义域要根据题意来确定;对于抽象地用公式表

达的函数来说,函数的定义域是使公式有意义的自变量的一切取值.
例 1　 某城市一年内各月毛线的零售量(单位:百千克)如表 1 - 1 所示.

表 1 - 1　 各月毛线零售量表

月份 t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

零售量 s 81 84 45 45 9 5 6 15 94 161 144 123

　 　 表 1 - 1 表示了某城市毛线零售量 s 随月份 t 变化的函数关系. 它的定义域 D = {1,2,3,
4,5,6,7,8,9,10,11,12} .

例 2　 某河道的一个断面图形如图 1 - 2 所示. 其深度 y 与岸边一点 O 到测量点的距离

x 之间的对应关系如图 1 - 2 中曲线所示. 它的定义域为 D = [0,b] .

图 1 - 2 　 　 　 　
图 1 - 3

例 3　 设函数

y = | x | =
x,x≥0,
- x,x < 0,{

它的图像如图 1 - 3 所示. 则它的定义域是 D = ( - ∞ , + ∞ ) .
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　 　 例 4　 函数

图 1 - 4

y =
x - 1,x > 0,
0,x = 0,
x + 1,x < 0,

ì

î

í

ïï

ïï

它的图像如图 1 - 4 所示,则它的定义域是 D = ( - ∞ ,
+ ∞ ) .

例 5　 确定函数 y = lg(1 + x)
x 的定义域.

解　 该函数的定义域 D 为满足不等式组

1 + x > 0,
x≠0{

的 x 的集合,即 D = ( - 1,0)∪(0, + ∞ ) .
四、函数的表示方法

表示函数时,要把函数的定义域和对应关系表述清楚,一般可根据函数自身的特点选择

适当的表示方法. 常用的表示方法有表格表示法、图示表示法和公式表示法(解析法) .
(1)以表格形式表示函数的方法称为函数的表格表示法,如例 1 中的函数就是用表格表

示的.
(2)用图形表示函数的方法称为函数的图示表示法,如例 2 的函数就是用图示法表示

的.
(3)用数学公式表示函数的方法称为函数的公式表示法,也称为解析法. 如例 3、例 4、例

5 的函数都是用公式法表示的. 在高等数学中,讨论的函数一般都用公式法表示.
例 3、例 4、例 5 的函数虽然都是用公式法表示的,但它们又代表了不同的情形. 例 5 中

的函数,定义域中任何一个 x 相对应的 y 都用同一个解析式表示;而例 3、例 4 中的函数,定
义域中某些不同部分的 x,相对应的 y 的表达式不同.

如果一个函数在定义域的不同区间上(个别的区间也可退化为一点),对应关系分别用

不同的解析式表示,则称这个函数为分段函数. 例 3、例 4 的函数都是分段函数,不过例 3 中

的分段函数(又叫绝对值函数)可以等价变形为 y = x2,即对应关系可化为一个式子.
注意:①分段函数是几个式子合起来表示一个函数,而不是表示几个函数,在科技、工程

等实际应用中经常用到分段函数;②在求分段函数的函数值时,应先确定自变量的取值范

围,再按相应的式子计算. 如例 4 中的函数,分别计算 f(2), f(0), f( - 2) . 因为 2∈(0,
+ ∞ ),0∈{0}, - 2∈( - ∞ ,0),所以 f(2) = 1,f(0) = 0,f( - 2) = - 1.

下面再给出几个常见的分段函数.
(1)取整函数 y = [x],其中[x]表示不超过 x 的最大整数,即若 n≤x < n + 1,则[x] = n

(n 为整数) . 因此其数学表达式可写为
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图 1 - 5

[x] =

…
-2, - 2≤x < - 1,
- 1, - 1≤x < 0,
0,0≤x < 1,
1,1≤x < 2,
2,2≤x < 3,
…

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

它的定义域为( - ∞ , + ∞ ),值域为一切整数,图
像如图 1 - 5 所示.

(2)符号函数 y = sgnx =
1,x > 0,
0,x = 0,
- 1,x < 0.

ì

î

í

ïï

ïï

它的定义域为( - ∞ , + ∞ ),值域为{ - 1,0,1},图像如图 1 - 6 所示.

图 1 - 6

我们有时可以运用它将某些分段函数写得简洁一些.
例如,函数

f(x) =
- x 1 + x2,x≤0,

x 1 + x2,x > 0{
可以记为 f(x) = x 1 + x2·sgnx.

又如, | x | = x·sgnx.
这里 sgnx 起了符号的作用,因此称之为符号函数.

第二节　 函数的几种特性

一、有界性

设函数 f(x)的定义域为 D,区间 I⊂D,如果函数 f(x)在 I 上的值域 A 有上界(或有下

界、有界),则称函数 f(x)在区间 I 上有上界(或有下界、有界),否则称函数 f(x)在区间 I 上
无上界(或无下界、无界) .

函数 f(x)在区间 I 上有上界和无上界,有下界和无下界,有界和无界,我们用逻辑符号

列表对比如下,如表 1 - 2 所示.
表 1 - 2　 函数有界性的符号表示

有界性 符号表示

函数 f(x)在 I 上有上界 ∃A∈R,∀x∈I⇒f(x)≤A(或 < A)
函数 f(x)在 I 上无上界 ∀A∈R,∃x0∈I⇒f(x0) > A

函数 f(x)在 I 上有下界 ∃B∈R,∀x∈I⇒f(x)≥B(或 > B)
函数 f(x)在 I 上无下界 ∀B∈R,∃x0∈I⇒f(x0) < B

函数 f(x)在 I 上有界 ∃M > 0,∀x∈I⇒| f(x) |≤M
函数 f(x)在 I 上无界 ∀M > 0,∃x0∈I⇒| f(x0) | >M
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　 　 显然,函数 f(x)在区间 I 上有界⇔函数 f(x)在区间 I 上既有上界又有下界⇔存在闭区

间[ -M,M](M > 0),使
{ f(x) | x∈I}⊂[ -M,M] .

图 1 - 7

函数 f(x)在区间[a,b]上有界的几何意义是:存在

两条直线 y =M 与 y = -M,函数 y = f(x)的图像位于以

这两条直线为边界的带形区域之内. 如图 1 - 7 所示.
如果 f(x)在定义域 D 上有界,则称 f(x)为有界函

数. 例 如 函 数 sinx 是 有 界 函 数. 函 数 tanx 在

- π
2 ,π

2( )上是无界的,但它在 - π
4 ,π

4[ ]上是有界的.

二、单调性

设函数 f( x) 的定义域为 D,区间 I⊂D,如果对

∀x1,x2∈I,当 x1 < x2 时,恒有

f(x1)≤f(x2)(或 f(x1)≥f(x2)),
则称函数 f(x)在区间 I 上单调增加(或单调减少),此时 I 称为函数 f(x)的单调增(或减)区
间(有时简称为增(或减)区间) .

如果将上述不等式改为

f(x1) < f(x2)(或 f(x1) > f(x2)),
则称函数 f(x)在区间 I 上严格增加(或严格减少) .

严格增加和严格减少统称为严格单调. 严格增加、严格减少、单调增加、单调减少统称为

单调. 增区间和减区间统称为单调区间. 在区间 I 上(严格)单调增加或(严格)单调减少的函

数统称为区间 I 上的单调函数. 从几何直观上看,区间 I 上单调增加(减少)的函数,其图像

自左向右是上升(下降)的. 在定义域上(严格)单调增加或(严格)单调减少的函数统称为

(严格)单调函数.
三、奇偶性

设函数 f(x)的定义域为 D,如果对∀x∈D,都有 - x∈D,且 f( - x) = - f(x),则称函数

f(x)为奇函数;如果对∀x∈D,都有 - x∈D,且 f( - x) = f(x),则称函数 f(x)为偶函数.
显然,奇函数的图像关于原点对称;偶函数的图像关于 y 轴对称.
四、周期性

设函数 f(x)的定义域为 D,对∀x∈D,如果存在一个正数 T,有 x ± T∈D,且 f(x ± T) =
f(x),则称函数 f(x)为周期函数,T 称为 f(x)的周期. 通常我们所说的周期函数的周期指的

是最小正周期.
显然,周期函数若以 T(T > 0)为周期,则在每个长度为 T 的区间[nT,(n + 1)T](n∈Z)

上函数的图像都是相同的.

例 1　 讨论函数 f(x) = ex - e - x

ex + e - x的特性.

解　 函数 f(x)的定义域为 R.

(1)∀x∈R, | f(x) | = ex - e - x

ex + e - x < ex + e - x

ex + e - x = 1;
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(2)∀x∈R,f( - x) = e - x - ex

e - x + ex = - f(x);

(3)∀x1,x2∈R,x1 < x2,有

f(x2) - f(x1) = ex2 - e - x2

ex2 + e - x2
- ex1 - e - x1

ex1 + e - x1
= 2(ex2 - x1 - ex1 - x2)
(ex2 + e - x2)(ex1 + e - x1)

> 0.

因此函数 f(x)在 R 上是有界的、单调增加的奇函数,并由单调性得到 f(x)不具有周期性.

第三节　 反函数与复合函数

一、反函数

设函数 y = f(x)的定义域为 D,值域为 A,则对∀x∈D,按照对应关系 f,存在唯一一个 y
∈A. 反之,对∀y∈A,能否存在唯一一个 x∈D,使 y = f(x)成立呢? 这就是我们接下来要讨

论的问题.
若对∀x1,x2∈D,且 x1≠x2,有 f(x1)≠f(x2)(⇔当 f(x1) = f(x2)时,有 x1 = x2),则称函

数 y = f(x)是 D 与 A 间的一一对应.
一一对应与非一一对应列表对比如表 1 - 3 所示.

表 1 - 3　 函数对应关系及其符号表示

函数对应关系 符号表示

y = f(x)是 D 与 A 间的一一对应 ∀x1,x2∈D,x1≠x2⇒f(x1)≠f(x2)

y = f(x)是 D 与 A 间的非一一对应 ∃x1,x2∈D,x1≠x2⇒f(x1) = f(x2)

　 　 一般来说,函数 y = f(x)在定义域 D 与其值域间是非一一对应的. 但也存在这样的函数

y = f(x),它在定义域的某个子集 I 与其对应的值域 f( I)间是一一对应的.

定义 1. 3　 设函数 y = f(x)的定义域为 D,I⊂D. 当 x∈I 时,y∈f( I) . 如果 y = f(x)
是 I 与 f( I)间的一一对应,则对∀y∈f( I),对应唯一一个 x∈I,使 f(x) = y,即在f( I)上
定义了一个函数,称此函数是函数 y = f(x)的反函数,记作

x = f - 1(y),y∈f( I) .

如函数 y = x2 的定义域是 D =R,值域是 A = [0, + ∞ ),它在整个定义域上没有反函数.
但当 x∈I = [0, + ∞ )⊂D 或 x∈I = ( - ∞ ,0]⊂D 时,y = x2(y∈f( I) = [0, + ∞ ))分别有反

函数 x = y和 x = - y,它们的定义域都是 f( I) = [0, + ∞ ),而值域分别是 I = [0, + ∞ )和 I
= ( - ∞ ,0] .

显然,如果 x = f - 1(y)是 y = f(x)的反函数,则 y = f(x)也是 x = f - 1(y)的反函数,即它们

互为反函数. 并且,如果函数 y = f(x)在定义域 D 上存在反函数 x = f - 1 ( y),则反函数 x =
f - 1(y)的定义域和值域分别是 y = f(x)的值域 A 和定义域 D. 于是有

f - 1[ f(x)]≡x,x∈D,
f[ f - 1(y)]≡y,y∈A.
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如函数 y = x3 在它的定义域 R 上存在反函数 x = 3 y,x = 3 y的定义域是 y = x3 的值域 R,
而值域是 y = x3 的定义域 R.

我们不加证明地给出反函数存在的充分条件:严格单调函数必存在反函数.
函数 y = f(x)的反函数是 x = f - 1(y),y 是自变量. 但习惯上我们使用 x 表示自变量,因

此将反函数 x = f - 1(y)中的 x 与 y 对调,改写为 y = f - 1(x) . 例如函数 y = 3x - 2 的反函数是

x = y + 2
3 ,我们要改写为 y = x + 2

3 . 一般我们所说的反函数都是指改写后的函数.

说明:函数 y = f(x)与其反函数 x = f - 1(y)的图像在坐标平面上是同一点集. 当把反函数

x = f - 1(y)中的 x 与 y 对调后,函数 y = f(x)与其反函数 y = f - 1(x)的图像就不同了,而是关

于直线 y = x 对称.
二、复合函数

先看一个例子. 设 y = u2,u = sinx,则对任意 x∈R,有 u = sinx∈[ - 1,1];又由 y = u2,得
y = sin2x∈[0,1],即通过中间媒介 u,y 是 x 的函数,称 y = sin2x 是 y = u2,u = sinx 的复合函

数. 必须注意,并不是任意两个函数都可以复合,如 y = arcsinu,u = x2 + 2 在实数范围内就不

能复合. 因为对任何实数 x,都没有按给定的对应关系与之对应的 y 值.

定义 1. 4　 设函数 y = f(u)的定义域为 U,而 u = φ(x)的定义域为 X,D = {x∈X |
φ(x)∈U},则对任意的 x∈D,通过 u = φ(x),变量 y 有确定的值 f(u)与之对应,得到一

个以 x 为自变量、y 为因变量的函数,该函数称为 y = f(u)和 u = φ(x)的复合函数. 记作

y = f[φ(x)],D 是它的定义域,u 称为中间变量.

如自由落体运动的物体,其动能 E = 1
2 mv2,速度 v = gt,它们的复合函数是 E = 1

2 mg2 t2 .

复合函数还可以有多个中间变量. 复合函数通常不一定是由纯粹的基本初等函数复合

而成,而更多的是由基本初等函数经过四则运算形成的简单函数构成的. 函数的复合和函数

的四则运算是简单函数构造复杂函数的重要方法. 反之,许多复杂函数又可以把它们分解成

简单函数的复合或四则运算的结果. 以后我们常用这种分解的方法简化对函数的讨论. 因
此,能够熟练地分析复杂函数的构造并化成简单函数的复合或四则运算是非常重要的.

例 1　 设函数 f(x) =
1 - x,x≥0,
2 - x,x < 0,{ 求 f[ f(3)] .

解　 f[ f(3)] = f[1 - 3] = f( - 2) = 2 - ( - 2) = 4.

例 2　 设函数 f(x) = x3,φ(x) = sin x,求 f[φ(x)],φ[ f(x)] .
解　 由 f(x),φ(x)的表达式,有

f[φ(x)] = [φ(x)] 3 = sin3 x,φ[ f(x)] = sin f(x) = sinx
3
2 .

例 3　 已知 y = lnu,u = 4 - v2,v = cosx,将 y 表示成 x 的函数.
解　 y = ln(4 - v2) = ln(4 - cos2x) .

例 4　 分别指出函数 y = sin5x,y = ecos 1x 是由哪些简单函数复合而成的.
解　 y = sin5x 是由 y = sinu,u = 5x 复合而成的;

y = ecos 1x 是由 y = eu,u = cosv,v = 1
x = x - 1复合而成的.
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第四节　 初等函数

一、基本初等函数及其图像

1. 幂函数

幂函数 y = xα 的定义域及其性质与 α 的取值有关,但∀α∈R,xα 在(0, + ∞ )内都有意

义. 为了便于比较,我们只讨论 x≥0 的情形,而 x < 0 时的情形可根据函数的奇偶性确定.
当 α > 0 时,函数的图像通过原点(0,0)和点(1,1),在(0, + ∞ )内单调增加且无界;当

α < 0 时,函数的图像不过原点,但仍过点(1,1),在(0, + ∞ )内单调减少且无界,曲线以坐标

轴为渐近线. 图 1 - 8 中画出了 α = ± 1,α = 2,α = 1
3 时的情形.

图 1 - 8 　 　 　 　
图 1 - 9

2. 指数函数

指数函数 y = ax(a > 0,且 a≠1),其定义域为 R,由于无论 x 取何值,总有 ax > 0 且 a0 =
1,所以它的图像全部在 x 轴上方,且通过点(0,1),也就是说它的值域是(0, + ∞ ) .

当 a > 1 时,函数单调增加且无界,曲线以 x 轴负半轴为渐近线;当 0 < a < 1 时,函数单

调减少且无界,曲线以 x 轴正半轴为渐近线. 如图 1 - 9 所示.
3. 对数函数

图 1 - 10

对数函数 y = logax(a > 0,且 a≠1),其定义域为(0,
+ ∞ ),图像全部在 y 轴右方,值域是 R. 无论 a 取何值,
曲线都通过点(1,0) .

当 a > 1 时,函数单调增加且无界,曲线以 y 轴负半

轴为渐近线;当 0 < a < 1 时,函数单调减少且无界,曲线

以 y 轴正半轴为渐近线. 如图 1 - 10 所示.
对数函数 y = logax(a > 0,且 a≠1)与指数函数 y =

ax(a > 0,且 a≠1)互为反函数,它们的图像关于直线 y =
x 对称.
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4. 三角函数

三角函数包括下面 6 个函数:
(1)正弦函数 y = sinx. 其定义域为 R,值域为[ - 1,1],奇函数,以 2π 为周期,有界. 如图

1 - 11 所示.

图 1 - 11 　 　
图 1 - 12

(2)余弦函数 y = cosx. 其定义域为 R,值域为[ - 1,1],偶函数,以 2π 为周期,有界. 如
图 1 - 12 所示.

(3)正切函数 y = tanx. 其定义域为 x x≠kπ + π
2 ,k∈Z}{ ,值域为 R,奇函数,以 π 为周

期,在每一个周期内单调增加,以直线 x = kπ + π
2 (k∈Z)为渐近线. 如图 1 - 13 所示.

(4)余切函数 y = cotx. 其定义域为{x | x≠kπ,k∈Z},值域为 R,奇函数,以 π 为周期,在
每一个周期内单调减少,以直线 x = kπ(k∈Z)为渐近线. 如图 1 - 14 所示.

图 1 - 13 　 　 　 　 　
图 1 - 14

(5)正割函数 y = secx. 其定义域为 x x≠kπ + π
2 ,k∈Z}{ ,值域为( - ∞ , - 1)∪(1,

+ ∞),偶函数,以 2π 为周期,在区间 2kπ,2kπ + π
2( )和 2kπ + π

2 ,2kπ + π( )内单调增加,在

区间 2kπ - π,2kπ - π
2( )和 2kπ - π

2 ,2kπ( )内单调减少,以直线 x = kπ + π
2 (k∈Z)为渐近

线. 如图 1 - 15 所示.

图 1 - 15 　 　 　 　
图 1 - 16

(6)余割函数 y = cscx. 其定义域为{x | x≠kπ,k∈Z},值域为( - ∞ , - 1)∪(1, + ∞ ),
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奇函数,以 2π 为周期,在区间 2kπ + π
2 ,2kπ + π( )和 2kπ + π,2kπ + 3π

2( )内单调增加,在区

间 2kπ - π
2 ,2kπ( )和 2kπ,2kπ + π

2( )内单调减少,以直线 x = kπ( k∈Z) 为渐近线. 如图

1 - 16所示.
5. 反三角函数

常用的反三角函数有 4 个:

(1)反正弦函数 y = arcsinx. 它是正弦函数 y = sinx 在单调区间 - π
2 ,π

2[ ]上的反函数,

因此称作反正弦函数,其定义域是[ - 1,1],值域是 - π
2 ,π

2[ ],奇函数,单调增加,有界. 如

图 1 - 17 所示.
(2)反余弦函数 y = arccosx. 它是余弦函数 y = cosx 在单调区间[0,π]上的反函数,因此

称作反余弦函数,其定义域是[ - 1,1],值域是[0,π],单调减少,有界. 如图 1 - 18 所示.

图 1 - 17 　 　 　 　
图 1 - 18

(3)反正切函数 y = arctanx. 它是正切函数 y = tanx 在单调区间 - π
2 ,π2( )内的反函数,因

此称作反正切函数,其定义域是 R,值域是 - π
2 ,π2( ),奇函数,单调增加,有界.如图 1 -19 所示.

(4)反余切函数 y = arccotx. 它是余切函数 y = cotx 在单调区间(0,π)内的反函数,因此

称作反余切函数,其定义域是 R,值域是(0,π),单调减少,有界. 如图 1 - 20 所示.
幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数五类函数统称为基本初等函数.

图 1 - 19 　 　 　 　
图 1 - 20

二、初等函数

定义 1. 5　 由常数和基本初等函数经过有限次四则运算和有限次的函数复合构成

的、可用一个式子表示的函数,称为初等函数.
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例如,y = 2x2 - 1,y = sin 1
x ,y = | x | = x2等都是初等函数. 高等数学中讨论的函数绝大

多数都是初等函数.

1. 判断下列各组函数是否是同一个函数.

(1) f(x) = x2 + 2x - 3
x + 3 与 y(x) = x - 1;

(2) f(x) = lgx3 与 g(x) = 3lgx;
(3) f(x) = lgx10与 g(x) = 10lgx;

(4) f(x) = (1 - cos2x)
1
2 与 g(x) = sinx.

2. 求下列函数的定义域.

(1)y = x2

1 + x; (2)y = 3x - x2; (3)y = x
x2 - 3x + 2

;

(4)y = x - 2 + 1
x - 3 + lg(5 - x);

(5)y =
- x, - 1≤x≤0,

3 - x,0 < x < 2;{
(6) f(lgx),其中 f(u)的定义域为(0,1) .
3. 确定下列函数的奇偶性.
(1) f(x) = sinx + cosx; 　 　 　 　 　 　 (2) f(x) = ax - a - x(a > 0);

(3) f(x) = lg(x + 1 + x2); 　 　 　 　 　 　 (4) f(x) = x3 + 4.
4. 求下列函数的反函数.
(1) f(x) = x2(0≤x < + ∞ );　 　 　 　 　 　 (2) f(x) = 2x + 1.
5. 设 f(x) = 2x2 + 2x - 4,求 f(1),f(x2),f(a) + f(b) .

6. 设 f(x) = 1 - x
1 + x,求 f 1

x( ), 1
f(x) .

7. 设 f(x) =
2 + x,x≤0,
2x,x > 0,{ 求 f(Δx) - f(0)(Δx 表示一个数) .

8. 已知 f(x)是二次多项式,且 f(x + 1) - f(x) = 8x + 3,f(0) = 0,求 f(x)的表达式.
9. 已知 f(sinx) = cos2x + 1,求 f(cosx) .
10. 指出下列复合函数的复合过程.

(1)y = cos5x; (2)y = sinx8; (3)y = (2 - 3x)
1
2 ;

(4)y = Asin2(ωx + φ),其中 A,ω,φ 为常数;
(5)y = esin3x .
11. 在半径为 r 的球内嵌入一个内接圆柱,试将圆柱的体积 V 表示为其高 h 的函数.
12. 设火车从甲站出发,以 0. 5 km / min2 的匀加速度前进,经过 2 min 后开始匀速行驶,

再经过 7 min 后以 0. 5 km / min2 匀减速停在乙站,试将火车在这段时间内所行驶的路程 s 表
示为时间 t 的函数,并作出其图形.
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第五节　 极坐标系

一、极坐标系

在解析几何中,直角坐标系虽是常用的一种坐标系,但用数对来表示点的位置并不是唯

一方法. 例如,在直角坐标系中,要精确地描出点 A( 4. 5, 4. 5)是不容易的,但如果画出

OA = ( 4. 5) 2 + ( 4. 5) 2 = 3,∠xOA = 45°,这样,只要以 O 为顶点、Ox 为一边作∠xOA =
45°,截取 OA = 3,就可精确地描出 A 点. 此外,对于解决某些问题,使用直角坐标系有时也不

够方便,例如,炮兵射击目标时,最好是知道目标的方位角和距离,这种在一个平面内用长度

和角度来表示点的位置的坐标系就叫作极坐标系.

图 1 - 21

一般地,在平面内取一个定点 O,引一条射线 Ox,再选定一个长

度单位和角度的正方向(通常取逆时针方向),这样就建立了一个极

坐标系,O 点叫作极点,射线 Ox 叫作极轴,如图 1 - 21 所示.
极坐标系和直角坐标系的主要区别有以下两点:
(1)在直角坐标系中,点的坐标(x,y)是一对有序实数,在极坐标

系中,点的坐标(ρ,θ)仍是一对有序实数,但 ρ 是长度的量数(称为极径),θ 是角的量数(称
为极角) .

(2)在直角坐标系中,坐标(x,y)与平面上的点是一一对应的,而在极坐标系里,如果极

坐标给定了,平面上就有唯一的一个点与之对应. 反过来,如果在极坐标系中给定了一个点,
它的极坐标却不是唯一的,它可以有各种不同的形式,一般说来,同一个点的坐标可以表示

成(ρ,2kπ + θ),也可表示成( - ρ,2kπ + π + θ),其中,k∈Z. 例如,点 3,π
6( )可以表示成

3,2π + π
6( ), 3,4π + π

6( ), …, 3,2kπ + π
6( ), - 3,π + π

6( ), - 3,2π + π + π
6( ), …,

-3,2kπ + π + π
6( )(k∈Z) .

如果限定 ρ > 0,0≤θ < 2π 或 - π < θ≤π,那么除极点 O(0,0)外,平面内的点和极坐标

就可以一一对应了. 此时,点 P(ρ,θ)的位置可按下列规则来确定:作射线 OM 使∠xOM = θ,
在 OM 上取 P 点,使 |OP | = ρ,那么,P 点的极坐标就是(ρ,θ) .

图 1 - 22

为了研究方便,允许 ρ 取负值,当 ρ < 0 时,点 P(ρ,θ)的位

置可按下列规则来确定:作射线 OM,如图 1 - 22 所示,使
∠xOM = θ,在 OM 的反向延长线上取 P 点,使 | OP | = | ρ | ,那
么,P 点的极坐标就是(ρ,θ) .

二、曲线的极坐标方程

在极坐标系中,曲线可以用含有 ρ,θ 这两个变数的方程

φ(ρ,θ) = 0 来表示,这种方程叫作曲线的极坐标方程. 这时,以
这个方程的每一个解为坐标的点都是曲线上的点. 由于在极坐标平面中,曲线上每一个点的
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坐标都有无穷多个,它们可能不会满足方程,但其中应至少有一个坐标能够满足这个方程.
这一点是曲线的极坐标方程和直角坐标方程的不同之处.

求曲线的极坐标方程的方法和步骤与求直角坐标方程类似,就是把曲线看作适合某种

条件的点的集合或轨迹,将已知条件用曲线上点的极坐标(ρ,θ)的关系式 φ(ρ,θ) = 0 表示

出来,就得到曲线的极坐标方程.

例 1　 求从极点出发,倾斜角是
π
4 的射线的极坐标方程.

解　 设 M(ρ,θ)为射线上任意一点,参照图 1 - 21,设∠xOM = π
4 ,则所求射线的方程为

θ = π
4 .

注意:方程中不含 ρ,说明射线上点的极坐标中的 ρ 无论取任何正值,θ 的对应值都是

π
4 . 如果允许 ρ 取负值,方程 θ = π

4 所表示的是倾斜角为
π
4 的一条直线. 如果 ρ 不允许取负

值,这条直线就要用两个方程 θ = π
4 和 θ = 5π

4 来表示.

三、极坐标与直角坐标的互化

图 1 - 23

在以直角坐标的原点为极点,x 轴的正方向为极轴,且两种

坐标采取相同的长度单位的条件下,同一点的直角坐标(x,y)和
极坐标(ρ,θ)有如下关系,如图 1 - 23 所示.

(1)
x = ρcosθ,
y = ρsinθ;{

(2)ρ = x2 + y2,tanθ = y
x (x≠0) .

但要特别注意:①一般情况下 ρ 取正值,θ 取最小正角;②由 tanθ = y
x 求 θ 时,因在

[0,2π]中满足条件的 θ 值有两个,这就要由原来的点所在的象限来确定 θ 的值.
例 2　 化等轴双曲线的直角坐标方程 x2 - y2 = a2 为极坐标方程.
解　 因为 x = ρcosθ,y = ρsinθ,
代入直角坐标方程得 ρ2cos2θ - ρ2sin2θ = a2,
即 ρ2cos2θ = a2,这就是等轴双曲线的极坐标方程.

例 3　 把圆锥曲线的极坐标方程 ρ = ep
1 - ecosθ化为直角坐标方程.

解　 原方程变形为 ρ - eρcosθ = ep,
因为 ρcosθ = x,代入得 ρ - ex = ep,即 ρ = e(x + p) .
两边平方得 ρ2 = e2(x + p) 2,
又因为 ρ2 = x2 + y2,代入 ρ2 = e2(x + p) 2,得 x2 + y2 = e2(x + p) 2,
即(1 - e2)x2 + y2 - 2e2px - e2p2 = 0.
由方程可看出,当 e > 1,e = 1,0 < e < 1 时方程分别表示的曲线为双曲线、抛物线和椭圆.
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第六节　 一些常用公式

除了我们在中学学过的常用公式外,在微积分学中还经常用到以下一些公式.
(1)二倍角公式:
sin2α = 2sinαcosα,cos2α = cos2α - sin2α = 2cos2α - 1 = 1 - 2sin2α.
(2)三倍角公式:
sin3α = 3sinα - 4sin3α,cos3α = 4cos3α - 3cosα.
(3)和差化积公式:

sinα + sinβ = 2sin α + β
2 cos α - β

2 ,

sinα - sinβ = 2cos α + β
2 sin α - β

2 ,

cosα + cosβ = 2cos α + β
2 cos α - β

2 ,

cosα - cosβ = - 2sin α + β
2 sin α - β

2 .

(4)积化和差公式:

sinαsinβ = - 1
2 [cos(α + β) - cos(α - β)],

sinαcosβ = 1
2 [sin(α + β) + sin(α - β)],

cosαcosβ = 1
2 [cos(α + β) + cos(α - β)],

cosαsinβ = 1
2 [sin(α + β) - sin(α - β)] .

(5)对数恒等式:NlogNa = a,elnx = x.

第七节　 一些常见函数的图形

前面我们讨论了基本初等函数的图形. 在微积分学中,还有一些常见函数的图形,我们

列在下面,以备查用.
一、心形线

1. ρ = a(1 + cosθ) . 如图 1 - 24 所示,其图形关于极轴对称. 当 θ 由 0 变到 π 时,图形由

点 A 经第一、第二象限到原点;当 θ 由 π 变到 2π 时,图形又由原点经第三、第四象限回到 A
点.
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图 1 - 24 　 　 　 　
图 1 - 25

2. ρ = a(1 - cosθ) . 如图 1 - 25 所示,其图形关于极轴对称. 当 θ 由 0 变到 π 时,图形由

原点经第一、第二象限到点 A;当 θ 由 π 变到 2π 时,图形又由 A 点经第三、第四象限回到原点.

3. ρ = a(1 + sinθ) . 如图 1 -26 所示,其图形对称轴为 θ = π
2 .当 θ 由 - π

2 变到
π
2 时,图形由

原点经第四、第一象限到点 A;当 θ 由
π
2 变到

3π
2 时,图形又由点 A 经第二、第三象限回到原点.

4. ρ = a(1 - sinθ) .如图 1 -27 所示,其图形对称轴为 θ = π
2 . 当 θ 由 - π

2 变到
π
2 时,图形由

点 A 经第四、第一象限到原点;当 θ 由
π
2 变到

3π
2 时,图形又由原点经第二、第三象限回到点 A.

图 1 - 26 　 　 　 　
图 1 - 27

二、玫瑰线

1. ρ = asin3θ(a > 0,三叶) . 如图 1 - 28 所示,其图形关于 θ = π
2 对称. 以一片叶子为例,

当 θ 由 0 变到
π
6 ,再由

π
6 变到

π
3 时,图形由原点经第一象限到点 A,再回到原点.

图 1 - 28 　 　 　 　
图 1 - 29

2. ρ = acos3θ(a > 0,三叶) . 如图 1 - 29 所示,其图形关于极轴对称. 以一片叶子为例,当
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θ 由 - π
6 变到 0,再由 0 变到

π
6 时,图形由原点经点 A,再逆时针回到原点.

3. ρ = asin2θ(a > 0,四叶) . 如图 1 - 30 所示,其图形关于极轴和 θ = π
2 对称. 以一片叶子

为例,当 θ 由 0 变到
π
4 ,再由

π
4 变到

π
2 时,图形由原点经第一象限到点 A,再回到原点.

4. ρ = acos2θ(a > 0,四叶) . 如图 1 - 31 所示,其图形关于极轴和 θ = π
2 对称. 以一片叶子

为例,当 θ 由 - π
4 变到 0,再由 0 变到

π
4 时,图形由原点经点 A,再逆时针回到原点.

图 1 - 30 　 　 　 　
图 1 - 31

三、参数方程中摆线与星形线的图形

1. 摆线方程
x = a(1 - sint),
y = a(1 - cost) .{ 如图 1 - 32 所示,当 t 由 0 变到 π 再变到 2π 时,图形由原

点经第一象限到最高点 A 再到点 B.

图 1 - 32 　 　 　 　
图 1 - 33

2. 星形线方程
x = acos3 t,
y = asin3 t{ (a > 0) . 如图 1 - 33 所示,图形关于 x 轴、y 轴和原点对称. 当

t 由 0 变到
π
2 时,图形由点 A 经第一象限变到点 B.

一、判断题

1. y = x2与 y = x 相同. (　 　 )

2. y = (2x + 2 - x)ln(x + 1 + x2)是奇函数. (　 　 )
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3. 凡是分段表示的函数都不是初等函数. (　 　 )
4. y = x2(x > 0)是偶函数. (　 　 )
5. 两个单调增函数之和仍为单调增函数. (　 　 )
6. 实数域上的周期函数的周期有无穷多个. (　 　 )
7. 复合函数 g[g(x)]的定义域即 g(x)的定义域. (　 　 )
8. y = f(x)在(a,b)内处处有定义,则 f(x)在(a,b)内一定有界. (　 　 )
二、填空题

1. 函数 y = f(x)与其反函数 y = φ(x)的图形关于 对称.
2. 若 f(x)的定义域是[0,1],则 f(x2 + 1)的定义域是 .

3. y = 2x

2x + 1
的反函数为 .

4. 若 f(x)是以 2 为周期的周期函数,且在闭区间[0,2]上函数 f(x) = x2 - 2x,则在闭区

间[2,4]上,f(x) = .

5. f(x) = x + 1,φ(x) = 1
1 + x2,则 f[φ(x) + 1] = ,φ[ f(x) + 1] = .

6. f(x) = log2(sinx + 2)是由简单函数 和 复合而成的.
7. y = xx 是由简单函数 和 复合而成的.
三、选择题

1. 下列函数中既是奇函数又是单调增加的函数是(　 　 ) .
A. sin3x B. x3 + 1 C. x3 + x D. x3 - 1
2. 设 f(x) = 4x2 + bx + 5,若 f(x + 1) - f(x) = 8x + 3,则 b 应为(　 　 ) .
A. 1 B. - 1 C. 2 D. - 2
3. f(x) = sin(x2 - x)是(　 　 ) .
A. 有界函数 B. 周期函数 C. 奇函数 D. 偶函数

四、计算题

1. 求 y = 3 - x + arcsin 3 - 2x
5 的定义域.

2. 已知 f[φ(x)] = 1 + cosx,φ(x) = sin x
2 ,求 f(x) .

3. 设 f(x) = x2,g(x) = ex,求 f[g(x)],g[ f(x)],f[ f(x)],g[g(x)] .

4. 设 φ(x) =
| x | , | x | < 1,
0, | x |≥1,{ 求 φ 1

5( ),φ - 1
2( ),φ( - 2)并作出函数 y = φ(x)的图形.

5. 某运输公司规定吨千米(每吨货物每千米)运价在 a 千米内为 k 元,超过 a 千米部分

八折优惠. 试求每吨货物运价 m 元和路程 s 千米之间的函数关系.
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第二章　 极限与连续

微积分是以函数为研究对象的一门学科. 那么,它是用什么方法研究函数呢? 这个方法

就是极限. 极限概念是微积分的重要概念,极限理论是微积分的基础理论. 从方法论角度来

说,极限是微积分区别于初等数学的显著标志. 微积分中几乎所有的概念(如导数、微分、积
分、级数等)都离不开极限. 也可以说,极限概念贯穿于微积分的始与终. 从本章开始我们将

系统地学习极限的概念、运算和性质. 与极限概念有着紧密联系的是函数的连续性. 在这一

章中,我们将从几何直观入手,给出连续的定义. 作为极限的直接应用,在本章的后几节中,
我们将进一步研究函数连续的有关性质及初等函数的连续性问题.

极限概念是为计算某些问题的精确结果而提出的. 早在公元 263 年,我国杰出的数学家

刘徽就创立并使用了极限方法“割圆术”. 他为了计算圆的周长,设想用正多边形(正六边

形、正十二边形、正二十四边形……正一百九十二边形(3·2n))去逼近. 他指出“割之弥细,
所失弥少”,即边数越多,近似程度越高. 但是无论边数怎样多,只要是有限数,所得多边形的

周长就永远是所求圆周长的近似值. 而我们需要的是圆周长的精确值,因此,当“割之又割,
以至于不可割”时,即让边数 n 无限增多(n→∞ )时,则“与圆合体,而无所失矣”. 近似值向

精确值进行了转化,从而求得圆的周长.
刘徽的“割圆术”给了我们一个重要启示:当边数有限时,只是解决了圆周长近似值的计

算问题,而当边数趋于无穷时,则周长近似值向精确值转化. 因此,未知与已知,直与曲,近似

与精确,既有差别又有联系,在无限的过程中,可以由此达彼. 但很遗憾,虽然我们的数学极

限思想建立较早,但形成严密理论体系的却是 19 世纪的柯西(法国数学家)等人.

第一节　 数列及其极限

一、数列的概念

按照一定规律排成的一列数:a1,a2,…,an,…或简记为{an}称为数列. 其中每一个数称

为数列的项,第 n 项 an 称为数列的通项.
数列{an}也可以看成是定义在全体正整数集上的函数,即 an = f(n),n = 1,2,3,…或 n

∈N + .

例 1　 1
n{ }:1, 1

2 ,…, 1
n ,…,an = 1

n .

例 2　 1
2n{ }: 1

2 , 1
22 ,…, 1

2n ,…,an = 1
2n .

例 3　 ( - 1) n

n{ }: - 1, 1
2 , - 1

3 ,…,( - 1) n

n ,…,an = ( - 1) n

n .
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例 4　 1 + ( - 1) n

2 n{ }:0,2,0,4,…,1 + ( - 1) n

2 n,…,an = 1 + ( - 1) n

2 n.

例 5　 {2n}:2,4,6,…,2n,…,an = 2n.
例 6　 {( - 1) n}: - 1,1, - 1,1,…,( - 1) n,…,an = ( - 1) n .
例 7　 { - n2}: - 1, - 4, - 9,…, - n2,…,an = - n2 .
把数列{an}的每一项 an 在数轴上表示出来,是一列点,称为点列.
二、数列的性质

既然数列是一种特殊的函数,当然也具有函数的某些性质.
1. 数列的有界性

定义 2. 1　 对于数列{an},若存在正数 M,使得对一切 n,都有 | an | ≤M,则称数列

{an}有界,M 称为{an}的一个界. 若这样的正数 M 不存在,则称数列{an}无界.

逻辑语言表述:数列{an}有界⇔∀n∈N + ,∃M > 0,有 | an |≤M.
如例 1、例 2、例 3 和例 6 都是有界数列,例 4、例 5、例 7 是无界数列. 对数列{an},若存在

数 M,使得对一切 n 都有 an≤M(或 an≥M),则称数列{an}有上界(或有下界),M 为{an}的
一个上界(或下界) . 用逻辑语言表述为:数列{an}有上(下)界⇔∃M,∀n∈N + ,有 an≤M
(或 an≥M),如例 4、例 5 是有下界而无上界,例 7 是有上界而无下界.

从上面的分析得知,一个数列{an}有界的充要条件是{an}既有上界又有下界. 即在数轴

上,存在正数 M,使有界数列所对应的点列全部落在闭区间[ -M,M]上.
2. 数列的单调性

定义 2. 2　 设有数列{an},若对于任意 n 有 an≤an + 1(或 an≥an + 1),则称数列{an}
单调递增(或单调递减),单调递增或单调递减数列统称为单调数列.

如例 1、例 2、例 7 是单调递减数列;例 5 是单调递增数列;例 3、例 4、例 6 不是单调数列.
单调数列{an}在数轴上所对应的点列随着 n 的增加都朝一个方向增加.
三、数列的极限

在初等数学里,研究数列不外乎求通项与前 n 项和. 而在高等数学中,是从另一个角度

研究数列的,即当自变量 n 无限增大时,数列{an}的变化趋势,并给出其精确定义.

1. 考察　 数列{an} = 1
n{ },当 n 无限增大时, 1

n{ }的变化趋势.

图 2 - 1

观察　 当 n 无限增大时(记 n→∞ ), 1
n{ }无限趋近于 0

记
1
n →0( ). 如图 2 - 1 所示.

实验　 n:1,…,10,…,100,…,10 000,…
1
n :1,…, 1

10,…, 1
100,…, 1

10 000,…
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　 　 结论　 数列
1
n{ }有一个稳定的变化趋势,即当 n→∞时, 1

n →0,则数 0 就是数列
1
n{ }的

极限.
下面把这种定性的描述上升为精确定义.
首先必须明确下列问题.

问题 1: 何谓“n→∞时, 1
n →0”?

中学里比较两个数 a,b 的接近程度是用 | a - b |来刻画的. 同理 an→0,也用第 n 项
1
n 与 0

的距离
1
n - 0 = 1

n 来说明,即 1
n - 0 的距离能任意小,并保持任意小.

问题 2 :何谓“ 1
n - 0 的距离能任意小,并保持任意小”?

例如,①对
1
10,欲使

1
n - 0 = 1

n < 1
10,只需 n > 10 即可(取 N = 10),第 10 项以后所有项

a11 = 1
11,a12 = 1

12,…( )都满足这个不等式.

②对
1
104,欲使

1
n - 0 = 1

n < 1
104,只需 n > 104 即可(取 N = 104),第 104 项以后的所有

项 a10 001 = 1
10 001,a10 002 = 1

10 002,…( )都满足这个不等式.

③对
1
106,欲使

1
n - 0 = 1

n < 1
106,只需 n > 106 即可(取 N = 106),第 106 项以后的所有

项 a1 000 001 = 1
1 000 001,a1 000 002 = 1

1 000 002,…( )都满足这个不等式.

问题 3 : 尽管对
1
10,

1
104,

1
106分别能做到: 1

n - 0 < 1
10,

1
n - 0 < 1

104,
1
n - 0 < 1

106,能

否说明
1
n - 0 = 1

n 能任意小,并保持任意小? 当然这是不行的,这是因为尽管
1
10,

1
104,

1
106

都是比较小的正数,甚至
1
106 也可以认为是非常小的数,但它们毕竟是确定的数. 而描述

1
n - 0 = 1

n 任意小,并保持任意小,上述确定的数是不能满足要求的,因此必须用一个任意

的、无论多么小的正数 ε 才行,即 1
n - 0 = 1

n < ε.

事实上,这也是能够做到的,显然,只需 n > 1
ε 即可,而从数列的第 N = 1

ε[ ]项以后的所

有项 aN + 1,aN + 2,…都满足这个不等式.

综上分析,数列
1
n{ }的极限是 0 的定量定义为:对任意 ε > 0,总存在正整数 N = 1

ε[ ],对

任意的正整数 n > N,有 1
n - 0 < ε. 事实上,用 1

n - 0 < ε 量化了
1
n →0,用∀n > N =
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1
ε[ ]量化了 n→∞,这里的 ε 是任意给定的,N 是通过解不等式找到的.

2. 数列极限的概念

上面给出了一个具体的数列
1
n{ }的极限是 0 的定量定义. 根据同样的分析方法和数学

语言,不难给出一般的数列{an}的极限是 a 的定量定义.

定义 2. 3(ε - N 定义) 　 设有数列{an},a 是常数,若对于任意 ε > 0,总存在正整数

N,对任意的正整数 n > N,有 | an - a | < ε,则称数列{an}的极限是 a,或称数列{an}收敛

于 a,称数列{an}是收敛数列,记为 lim
n→∞

an = a 或 an→a(n→∞),即

lim
n→∞

an = a⇔∀ε > 0,∃N∈N + ,∀n > N,有 | an - a | < ε.

若数列{an}不存在极限,则称数列{an}发散.
几何解释:
对任意 ε > 0,就有一个以 a 为中心,以 ε 为半径的邻域 U(a,ε),或开区间(a - ε,a +

ε),数列{an}中总存在一项 aN,在此项后面的所有项 aN + 1,aN + 2,…在数轴上所对应的点,都
落在 U(a,ε)或区间(a - ε,a + ε)之中,而至多有 N 个点 a1,a2,…,aN 在此邻域之外. 因为 ε
可以任意小,所以数列{an}各项所对应的点 an 都无限聚集在点 a 的附近,如图 2 - 2 所示.

图 2 - 2

关于数列极限概念的几点说明:
(1) 关于 ε
①一方面 ε 是任意给出的,它具有绝对的任意性,只有这样,才能保证 an→a 的无限性;

另一方面 ε 又具有相对的固定性,一旦给出,便相对固定,而这种相对固定性是通过不等式

| an - a | < ε 来体现的,从而也可估算 an 与 a 的近似程度. 显然,ε 的任意性是通过无限多个

相对固定性表现出来的,ε 的这种两面性使数列极限的 ε - N 定义能从近似到精确,又能从

精确转化到近似,因此,它是极限定量定义的精髓.

②ε 是任意给出的正数,则 cε(c 为正常数),ε2, ε,…也都是任意给出的正数. 显然,它
们在形式上与 ε 不同,但在本质是一样的.

(2)关于 N
①在数列极限定义中,第二句“∃N∈N + ”在于说明正整数 N 的存在性,N 与 ε 有关,一

般来说 ε 越小,N 就越大.
②若∃N1 > N,当 n > N1 时,有 | an - a | < ε,也能说明 an→a.
四、收敛数列与其性质

研究例 1 ~例 7,我们可以得出下列结论.

定理 2. 1　 若数列{an}收敛,则数列{an}有界.

河
南
科
学
技
术
出
版
社



23　　　

证明　 设 lim
n→∞

an = a,根据数列极限定义,取定 ε0 = 1,∃N∈N + ,∀n > N,有

| an - a | < 1,
从而∀n > N,有

| an | = | an - a + a |≤ | an - a | + | a | < 1 + | a | ,
取 M = max{ | a1 | , | a2 | ,…, | aN | ,1 + | a | },有 | an |≤M,即数列{an}有界.
注意:(1)定理 2. 1 的等价命题是:若数列{an}无界,数列发散.

例如,数列{n( - 1) n - 1} = 1, 1
2 ,3, 1

4 ,…,n( - 1) n - 1,…{ }无界,则此数列发散.

(2)数列有界是数列收敛的必要条件,不是充分条件.
数列有界也不一定收敛. 如例 6 中数列{( - 1) n}有界,但发散.

定理 2. 2　 单调且有界的数列必有极限. (证明略)

注意:定理 2. 2 可以理解为单调递增有上界(或单调递减有下界)的数列必有极限.
单调有界只是数列收敛的充分条件,其中有界性是数列收敛的必要条件. 而单调性既不

是充分条件,也不是必要条件. 单调、有界和收敛之间的关系如图 2 - 3 所示.

图 2 - 3

例如,例 3 中数列
( - 1) n

n{ }收敛,但不单调;例 5 中数列{2n}单调,但不收敛. 利用定理

2. 2,可以证明重要数列 1 + 1
n( )

n

{ }收敛,我们把它的极限记为 e,即 lim
n→∞

1 + 1
n( )

n

= e.

可以证明,e 是介于 2 和 3 之间的一个无理数,它的值为 e = 2. 718 281 828 459…,以 e
为底的对数称为自然对数,记作 lnx.

1. 判断题.
(1)数列{an}中任意去掉或增加有限项,不影响{an}的极限. (　 　 )
(2)数列{anbn}的极限存在,则{an}的极限必存在. (　 　 )
(3)若数列{xn}和{yn}都发散,则数列{xn + yn}也发散. (　 　 )
(4)若数列{an}是单调的,则数列{an}是收敛的. (　 　 )
2. 观察一般项 xn 的变化趋势,写出它们的极限.

(1)xn = 1
2n ;　 　 (2)xn = ( - 1) n 1

n ;　 　 (3)xn = 2 + 1
n2 ;　 　 (4)xn = n - 1

n + 1.
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3. 用“ε - N”定义叙述下列极限.

(1) lim
n→∞

1
nα = 0(α > 0); 　 　 　 　 (2) lim

n→∞

n + 1
n = 1;

(3) lim
n→∞

qn = 0( | q | < 1); 　 　 　 　 (4) lim
n→∞

c = c(c 为常数) .

4. 设数列{xn}的一般项 xn = 1
n cos nπ2 . (1)求 lim

n→∞
xn;(2)求出 N,使当 n > N,xn 与其极限

之差的绝对值小于正数 ε;(3)当 ε = 0. 001 时,N 是多少?

第二节　 函数的极限

数列是定义在正整数集上的函数,它的自变量是离散的取值,因而数列的极限只是一种

特殊函数的极限. 下面我们来讨论定义在实数集上自变量连续取值的函数 y = f(x)的极限.
根据自变量 x 的变化过程,我们分两种基本情况来讨论:第一种,在自变量 x 的绝对值无限

图 2 - 4

增大的过程中,函数 f(x)的变化趋势,即 x→∞ 时,f(x)
的极限; 第二种,在自变量 x 无限接近于 x0 的过程中,函
数 f(x)的变化趋势,即 x→x0 时,f(x)的极限.

一、当 x→∞时,函数 f(x)的极限.

考察　 当 x→∞时,f(x) = 1
x 的极限.

结论　 从图 2 - 4 知,x→∞时, 1
x →0.

下面就上述情况,给出定量定义.

回顾　 lim
n→∞

1
n = 0⇔n→∞ 　 　 　 　 　 　 　 1

n →0

　 　 　 　 　 　 　 量化　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 量化

　 　
(3)∀n > N
[(2)∃N∈N + ]

　 　 　 　 　 　 (4) 1
n - 0 < ε[(1)∀ε > 0]

类比　 lim
x→∞

1
x = 0⇔x→∞ 　 　 　 　 　 　 　 1

x →0

　 　 　 　 　 　 　 量化　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 量化

　 　
(3)∀x, | x | >M
[(2)∃M > 0]

　 　 　 　 　 　 (4) 1
x - 0 < ε[(1)∀ε > 0]

即　 lim
x→∞

1
x = 0⇔(1)∀ε > 0,(2)∃M > 0,(3)∀x, | x | >M,(4) 1

x - 0 < ε.
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那么对于一般函数 y = f(x),若有常数 A,当 x→∞时,f(x)的极限是 A 的定量定义如下.

定义 2. 4(ε -M 定义) 　 设有函数 f(x),A 是常数,若对于任给的 ε > 0,总存在正数

M > 0,使得对于一切的 x,当 | x | >M 时,有 | f(x) - A | < ε,则称当 x 趋于无穷大时,函数

f(x)以常数 A 为极限. 记作 lim
x→∞

f(x) = A,或 f(x)→A(x→∞),即

lim
x→∞

f(x) = A⇔∀ε > 0,∃M > 0,∀x,当 | x | >M 时,有 | f(x) - A | < ε.

几何意义: | f(x) - A | < ε⇔A - ε < f(x) < A + ε. 即作两条平行线 y = A - ε,y = A + ε,对
于每一个预先给定的 ε > 0,总存在一个正数 M,当 | x | >M 时,函数 y = f(x)的图像就全部夹

在这两条平行线之间,如图 2 - 5 所示.

图 2 - 5

从图 2 - 5 可以看到,x→∞ 包含两种情况. 一是

x→ +∞,二是 x→ -∞,而对函数 f(x) = 1
x ,有

lim
x→ +∞

1
x = 0, lim

x→ -∞

1
x = 0,lim

x→∞

1
x = 0.

但对于函数 y = arctanx 与 y = ex,则有

lim
x→ +∞

arctanx = π
2 , lim

x→ -∞
arctanx = - π

2 ,

从而 x→∞时,arctanx 极限不存在. 又因为

lim
x→ +∞

ex = + ∞ , lim
x→ -∞

ex = 0,

从而 x→∞时,ex 也不存在极限.
下面分别就两种情况 lim

x→ +∞
f(x) = A 和 lim

x→ -∞
f(x) = A 依照定义 2. 4,给出定量定义.

定义 2. 4′　 lim
x→ +∞

f(x) = A⇔∀ε > 0,∃M > 0,∀x,当 x >M 时,有 | f(x) - A | < ε.

定义 2. 4″　 lim
x→ -∞

f(x) = A⇔∀ε > 0,∃M > 0,∀x,当 x < -M 时,有 | f(x) - A | < ε.

几何意义略. (可自行画图)

定理 2. 3　 lim
x→∞

f(x) = A⇔ lim
x→ +∞

f(x) = lim
x→ -∞

f(x) = A.

若 lim
x→ +∞

f(x)与 lim
x→ -∞

f(x)有一个不存在,或存在但不相等,就说明 lim
x→∞

f(x)不存在.

图 2 - 6

二、当 x→x0 时,函数 f(x)的极限

考察　 x→1
2 时,函数 f(x) = 4x2 - 1

2x - 1 的变化情况.

分析　 f(x) = 4x2 - 1
2x - 1 在 x = 1

2 处没有意义.

当 x≠1
2 时,f( x) = 4x2 - 1

2x - 1 = 2x + 1. 从图 2 - 6 可

知,x 无限趋近
1
2 ,但不等于

1
2 时,对应的函数值

4x2 - 1
2x - 1

= 2x + 1 无限接近于 2.
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结论　 x→1
2 时,f(x) = 4x2 - 1

2x - 1 →2.

下面给出定量定义.

回顾　 lim
x→∞

1
x = 0⇔x→∞ 　 　 　 　 　 　 　 1

x →0

　 　 　 　 　 　 量化　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 量化

　 　
(3) | x | >M
[(2)∃M > 0]

　 　 　 　 　 　 (4) 1
x - 0 < ε[(1)∀ε > 0]

类比　 lim
x→1

2

4x2 - 1
2x - 1 = 2⇔x→1

2 　 　 　 　 　 　 　 4x2 - 1
2x - 1 →2

　 　 　 　 　 　 　 量化　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 量化

　 　
(3)0 < x - 1

2 < δ

[(2)∃δ = ε
2 ]

　 　 　 　 　 　 (4) 4x2 - 1
2x - 1 - 2 < ε[(1)∀ε > 0]

|2x - 1 | < ε

0 < x - 1
2 < ε

2 = δ　 　 　 　 　 　 　 　 2 x - 1
2 < ε

即　 lim
x→1

2

4x2 -1
2x -1 =2⇔(1)∀ε > 0,(2)∃δ > 0,(3)∀x,0 < x - 1

2 < δ,(4) 4x2 -1
2x -1 -2 <

ε.
对于一般函数 y = f(x),设有常数 A,当 x→x0 时,f(x)无限趋近于 A 的定量定义如下.

定义 2. 5(ε - δ 定义) 　 设函数 f(x)在点 x0 的去心邻域内有定义,A 是一个确定的

常数. 若对于任意的 ε > 0,总存在正数 δ,使得对满足不等式 0 < | x - x0 | < δ 的一切 x,都
有 | f(x) - A | < ε,则称当 x 无限趋近于 x0 时,函数 f(x)以 A 为极限(或 f(x)收敛于 A) .
记作lim

x→x0
f(x) = A(或 f(x)→A(x→x0)),即

lim
x→x0

f(x) = A⇔∀ε > 0,∃δ > 0,∀x,当 0 < | x - x0 | < δ 时,有 | f(x) - A | < ε.
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　 　 几何意义:
| f(x) - A | < ε⇔A - ε < f(x) < A + ε,

0 < | x - x0 | < δ⇔x0 - δ < x < x0 + δ(x≠x0),
即对每一个预先给定的 ε > 0,在 x 轴上总存在这样一个小区间(x0 - δ,x0 + δ),只要 x(x≠
x0)进入 x0 的 U(x0,δ)内,则对应的函数值 f(x)一定落在 y 轴上的小区间(A - ε,A + ε)内.
或者说,曲线 y = f(x)在小区间(x0 - δ,x0 + δ)(x≠x0)内的部分被夹在两平行线 y = A - ε 与

y = A + ε 之间. 如图 2 - 7 所示.

图 2 - 7

上面给出了当 x→x0 时 f(x)的极限定义. 事实上,x→x0 的方式是任意的,x 既可以从 x0

的左侧趋近于 x0,记作 x→x -
0 ,也可以从 x0 的右侧趋近于 x0,记作 x→x +

0 . 当 x→x -
0 时,若

f(x)的极限存在,这样的极限我们称为左极限,记作 f(x -
0 ) . 当 x→x +

0 时,若 f(x)的极限存

在,这样的极限我们称为右极限,记作 f(x +
0 ) . 左极限和右极限通称为单侧极限,其定量定义

如下:

定义 2. 5′　 lim
x→x -0

f(x) = A⇔∀ε >0,∃δ >0,∀x,当 0 < x0 - x < δ 时,有 | f(x) - A | < ε.

定义 2. 5″　 lim
x→x +0

f(x) = A⇔∀ε >0,∃δ >0,∀x,当 0 < x - x0 < δ 时,有 | f(x) - A | < ε.

定理 2. 4　 lim
x→x0

f(x) = A⇔ lim
x→x -0

f(x) = lim
x→x +0

f(x) = A.

例 1　 试求函数 f(x) =
x + 1,x < 0,
x2,0≤x≤1,
1,x > 1

ì

î

í

ïï

ïï
在 x = 0 和 x = 1 处的极限.

解　 (1)因为

lim
x→0 -

f(x) = lim
x→0 -

(x + 1) = 1, lim
x→0 +

f(x) = lim
x→0 +

x2 = 0,

函数 f(x)在 x = 0 处左、右极限存在但不相等,所以,由定理 2. 4 可知,当 x→0 时,f(x)的极

限不存在.
(2)因为

lim
x→1 -

f(x) = lim
x→1 -

x2 = 1, lim
x→1 +

f(x) = lim
x→1 +

1 = 1,

函数 f(x)在 x = 1 处左、右极限存在而且相等,
所以,当 x→1 时,f(x)的极限存在且lim

x→1
f(x) = 1.

例 2　 求lim
x→2

x2 - 3x + 2
x - 2 .
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解　 lim
x→2

x2 - 3x + 2
x - 2 = lim

x→2

(x - 2)(x - 1)
x - 2 = lim

x→2
(x - 1) = 1.

例 3　 设函数 f(x) =
x2 + x
x ,x≠0,

0,x = 0,
{ 求lim

x→0
f(x) .

解　 lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x2 + x
x = lim

x→0
(x + 1) = 1.

例 4　 求证:lim
x→0

| x | = 0.

证明　 lim
x→0 +

| x | = lim
x→0 +

x = 0,

lim
x→0 -

| x | = lim
x→0 -

( - x) = 0,

所以由定理 2. 4 得lim
x→0

| x | = 0.

例 5　 求证:sgn(x) =
1,x > 0,
0,x = 0,
- 1,x < 0

ì

î

í

ïï

ïï
在 x = 0 处极限不存在.

证明　 lim
x→0 +

sgn(x) = lim
x→0 +

1 = 1, lim
x→0 -

sgn(x) = lim
x→0 -

( - 1) = - 1,

所以由定理 2. 4,lim
x→0

sgn(x)不存在.

从以上例子可以看出,在点 x0 处,函数 f(x)的函数值与极限值不是一个概念,比较它们

之间的关系,有下列情况:
①lim

x→x0
f(x)存在,但 f(x0)不存在,如例 2.

②lim
x→x0

f(x)不存在,但 f(x0)存在,如例 5.

③lim
x→x0

f(x)存在,且 f(x0)存在,但不相等,如例 3.

④lim
x→x0

f(x)存在,且 f(x0)存在,并相等,如例 4.

1. 判断题.
(1)若lim

x→x0
f(x) = A,则 f(x0) = A. (　 　 )

(2)已知 f(x0)不存在,但lim
x→x0

f(x)有可能存在. (　 　 )

(3)若 f(x +
0 )与 f(x -

0 )都存在,则lim
x→x0

f(x)必存在. (　 　 )

(4) lim
x→∞

ex = 0. (　 　 )

2. 计算:

(1)lim
x→1

(2x - 1); 　 　 　 　 (2)lim
x→1

1
1 + x2 .

3. 用 ε -M 定义或 ε - δ 定义叙述下列各式.

(1) lim
x→∞

1
xn = 0(n∈N + ); 　 　 　 　 (2) lim

x→x0
C = C;

(3) lim
x→x0

x = x0; 　 　 　 　 (4) lim
x→x0

x = x0 .
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4. 设函数 f(x) =
x,x < 3,
0,x = 3,
x2,x > 3.

ì

î

í

ïï

ïï
试画出 f(x)的图形,并求单侧极限 lim

x→3 -
f(x)和 lim

x→3 +
f(x) .

第三节　 极限的性质与运算

函数的极限有三种情况:lim
n→∞

an = a(特殊函数),lim
x→∞

f(x) = A,lim
x→x0

f(x) = A. 本节将要讲到

的性质、定理,除特别声明外,都适用于这三者. 为此我们常用统一的符号 limf(x) = A 表示.
在定理的叙述及证明中,我们只选择一种情况给出结果.

∗一、极限的性质

性质 2. 1(唯一性) 　 若函数极限存在,则其极限值唯一.
性质 2. 2(保号性) 　 若lim

x→x0
f(x) = A,且 A > 0(或 A < 0),则

∃δ > 0,∀x,当 0 < | x - x0 | < δ 时,有 f(x) > 0(或 f(x) < 0) .
性质 2. 3(局部有界性) 　 若lim

x→x0
f(x) = A,则∃M > 0,∃δ > 0,∀x,当 0 < | x - x0 | < δ

时,有 | f(x) |≤M.

注意:(1)数列极限的有界性是整体的,即∀n∈N + ,都有 | an | ≤M,而函数极限的有界

是局部的,例如 an = 1
n ,∀n∈N + 有 | an |≤1. 而 f(x) = 1

x ,x→1,f(x)→1,只在 Ů(1,δ)内,即

∃δ > 0,当 0 < | x - 1 | < δ 时成立;而 x→∞,f(x)→0,在 x 充分大以后,∃M > 0, | x | >M 时有

界;至于 | x - 1 |≥δ 或 | x |≤M 时,可以有界,也可以无界.
(2)用本性质的逆否命题(无界变量一定无极限)可以判定某些变量没有极限,例如

f(x) = 1
x 在 x = 0 的邻域内无界,所以 f(x)在 x = 0 处无极限.

性质 2. 4(迫敛性) 　 若在 x0 的某个去心邻域内,有 f(x)≤h(x)≤g(x),且 lim
x→x0

f(x)

= lim
x→x0

g(x) = A,则lim
x→x0

h(x) = A.

二、函数极限的四则运算

本章前两节的方法只能解决两类问题:一是靠观察、实验的方法给出基本初等函数和简

单数列的极限;二是用定义验证某个常数是否为某个函数的极限. 而对于求函数(初等函数

与非初等函数)极限,还必须介绍函数极限的四则运算法则.
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定理 2. 5　 设 limf(x) = A,limg(x) = B,则
(1)lim[ f(x) ± g(x)] = limf(x) ± limg(x) = A ± B;
(2)lim[ f(x)g(x)] = limf(x)·limg(x) = A·B,
特别地,limkf(x) = klimf(x) = kA(k 为常数),lim[ f(x)] n = [limf(x)] n = An(n 为有

限数);

(3)lim f(x)
g(x) = limf(x)

limg(x) = A
B (B≠0) .

这里只给出定理 2. 5(2)在 x→x0 时的证明(用 ε - δ 定义) .
证明　 设lim

x→x0
f(x) = A,lim

x→x0
g(x) = B,对∀ε > 0,

∃δ1 > 0,对∀x,0 < | x - x0 | < δ1, | f(x) - A | < ε,
∃δ2 > 0,对∀x,0 < | x - x0 | < δ2, | g(x) - B | < ε.

又因为lim
x→x0

f(x) = A,所以根据性质 2. 3,

∃M > 0,∃δ0 > 0,∀x,0 < | x - x0 | < δ0,有 | f(x) |≤M.
取 δ = min{δ0,δ1,δ2},对∀x,0 < | x - x0 | < δ,同时有

| f(x) - A | < ε, | g(x) - B | < ε, | g(x) |≤M.
于是对∀x,当 0 < | x - x0 | < δ 时,

| f(x)g(x) - AB | = | f(x)g(x) - Bf(x) + Bf(x) - AB |
≤ | f(x) | | g(x) - B | + |B | | f(x) - A |
<M·ε + |B |·ε = (M + |B | )ε.

因为 M + |B |是一正数,所以根据极限定义

lim
x→x0

f(x)g(x) = AB = lim
x→x0

f(x)·lim
x→x0

g(x) .

注意:(1)四则运算可以推广到有限个函数的代数和与乘积的情况;
(2)每个函数极限都存在时,才能运用定理 2. 5.
例 1　 求lim

x→2
(3x2 - 4x + 5) .

解　 根据定理 2. 5 有

lim
x→2

(3x2 - 4x + 5) = lim
x→2

(3x2) - lim
x→2

(4x) + lim
x→2

5

= 3 lim
x→2

(x2) - 4 lim
x→2

x + 5 = 3(lim
x→2

x) 2 - 4 × 2 + 5

= 3 × 22 - 4 × 2 + 5 = 9.
归纳　 对于多项式函数

f(x) = a0xn + a1xn - 1 +… + an,
有 lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
(a0xn + a1xn - 1 +… + an)

= lim
x→x0

(a0xn) + lim
x→x0

(a1xn - 1) +… + lim
x→x0

an

= a0 lim
x→x0

(xn) + a1 lim
x→x0

(xn - 1) +… + an

= a0( limx→x0
x) n + a1( limx→x0

x) n - 1 +… + an

= a0xn
0 + a1xn - 1

0 +… + an = f(x0) .
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因此,对多项式函数 f(x),当 x→x0 时,极限值等于函数值.

例 2　 求lim
x→2

2x3 - 2x + 1
3x2 - 4x + 5

.

解　 这是两个函数的商,且分母的极限不为 0,所以可直接用定理 2. 5(3)来计算.

lim
x→2

2x3 - x + 1
3x2 - 4x + 5

=
lim
x→2

(2x3 - x + 1)

lim
x→2

(3x2 - 4x + 5)
= 15

9 = 5
3 .

例 3　 求lim
x→2

x - 2
x2 - 4

.

解　 x→2 时,分子、分母极限为零,此式称为“ 0
0 ”型不定式,不能直接用定理 2. 5(3),

但可先约分再求极限.

lim
x→2

x - 2
x2 - 4

= lim
x→2

x - 2
(x - 2)(x + 2) = lim

x→2

1
(x + 2) = 1

4 .

例 4　 求lim
x→2

x + 3
x2 - 4

.

解　 x→2 时,分母极限等于 0,所以不能用定理 2. 5(3),但分子极限不等于 0,所以可先

求lim
x→2

x2 - 4
x + 3 的极限.

lim
x→2

x2 - 4
x + 3 = 0

5 = 0.

故 lim
x→2

x + 3
x2 - 4

= ∞ .

归纳　 对于有理函数 f(x) =
Pm(x)
Qn(x)

=
a0xm + a1xm - 1 +… + am

b0xn + b1xn - 1 +… + bn
,

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

Pm(x)
Qn(x)

=

Pm(x0)
Qn(x0)

,Qn(x0)≠0,

∞ ,Qn(x0) = 0,Pm(x0)≠0,
0
0 ,Qn(x0) = 0,Pm(x0) = 0.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

注意:当 Qn(x0) = 0 时,商的极限运算法则不能应用,需要特别考虑.

例 5　 求lim
x→1

1
1 - x - 2

1 - x2( ).

解　 lim
x→1

1
1 - x = ∞ ,lim

x→1

2
1 - x2 = ∞ ,不能直接用定理 2. 5(1),此式称为“∞ - ∞ ”型不定

式,需先化简,再求极限.

lim
x→1

1
1 - x - 2

1 - x2( ) = lim
x→1

1 + x - 2
1 - x2 = lim

x→1

x - 1
1 - x2

= lim
x→1

- 1
1 + x = - 1

2 .

例 6　 计算 lim
x→∞

2x2 + x - 1
3x2 - 4x + 5

.
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解　 lim
x→∞

(3x2 - 4x + 5) = ∞ ,lim
x→∞

(2x2 + x - 1) = ∞ ,不能直接用定理 2. 5(3)商的运算法

则,此式属于“∞∞ ”型不定式,但由于知道 lim
x→∞

1
x = 0,所以分子、分母可同除以 x 的最高次幂

x2,得

lim
x→∞

2x2 + x - 1
3x2 - 4x + 5

= lim
x→∞

2 + 1
x - 1

x2

3 - 4
x + 5

x2

= 2 + 0 - 0
3 - 0 + 0 = 2

3 .

例 7　 求 lim
x→∞

x - 1
3x2 - 4x + 5

.

解　 lim
x→∞

x - 1
3x2 - 4x + 5

= lim
x→∞

1
x - 1

x2

3 - 4
x + 5

x2

= 0 - 0
3 - 0 + 0 = 0.

例 8　 求 lim
x→∞

x3 - 1
3x2 - 4x + 5

.

解　 lim
x→∞

x3 - 1
3x2 - 4x + 5

= lim
x→∞

1 - 1
x3

3
x - 4

x2 + 5
x3

= ∞ .

归纳　 对有理函数 f(x) =
Pm(x)
Qn(x)

=
a0xm + a1xm - 1 +… + am

b0xn + b1xn - 1 +… + bn
,

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

Pm(x)
Qn(x)

=

0,m < n,
a0

b0
,m = n,

∞ ,m > n.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

例 9　 求 lim
n→∞

1 + 2 + 3 +… + n
n2 .

解　 当 n→∞时,分子、分母都趋于∞,但分子是无限项之和,不能直接用定理 2. 5(1),
也不能同除以 n2,应先求和,再求极限.

lim
n→∞

1 + 2 + 3 +… + n
n2 = lim

n→∞

n(n + 1)
2
n2 = lim

n→∞

n2 + n
2n2 = 1

2 .

∗例 10　 求 lim
n→∞

1
n2 + 1

+ 1
n2 + 2

+… + 1
n2 + n( ).

解　 本题虽也是无限项之和,但没有求和公式,考虑用性质 2. 4.

因为
n
n2 + n

≤ 1
n2 + 1

+ 1
n2 + 2

+… + 1
n2 + n

≤ n
n2 + 1

,

令 bn = 1
n2 + 1

+ 1
n2 + 2

+… + 1
n2 + n

,cn = n
n2 + 1

,an = n
n2 + n

,

即 an≤bn≤cn .
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又 lim
n→∞

cn = lim
n→∞

n
n2 + 1

= lim
n→∞

1

1 + 1
n2

= 1,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n
n2 + n

= lim
n→∞

1

1 + 1
n

= 1,

根据性质 2. 4 lim
n→∞

1
n2 + 1

+ 1
n2 + 2

+… + 1
n2 + n( ) = 1.

∗三、极限的复合运算

定理 2. 6(复合函数的极限) 　 设lim
x→x0

φ(x) = a,且当 x≠x0 时,φ(x)≠a,对复合函数

f[φ(x)],令 u = φ(x),若lim
u→a

f(u) = A,则lim
x→x0

f[φ(x)] = lim
u→a

f(u) = A.

1. 判断题.
(1)在某过程中,若 f(x),g(x)均无极限,则 f(x) + g(x)无极限. (　 　 )
(2)在某过程中,若 f(x)有极限,g(x)无极限,则 f(x)g(x)无极限. (　 　 )

(3)若lim
x→x0

f(x) = A,lim
x→x0

g(x) = 0,则lim
x→x0

f(x)
g(x)必不存在. (　 　 )

(4) lim
n→∞

1 + 2 + 3 +… + n
n2 = lim

n→∞

1
n2 + lim

n→∞

2
n2 +… + lim

n→∞

n
n2 = 0. (　 　 )

(5)lim
x→0

xsin 1
x = lim

x→0
x·lim

x→0
sin 1

x = 0. (　 　 )

(6) lim
x→∞

(x2 - 3x) = lim
x→∞

x2 - 3 lim
x→∞

x = ∞ -∞ =0. (　 　 )

(7)若lim
x→x0

f(x)与lim
x→x0

[ f(x)g(x)]都存在,则lim
x→x0

g(x)必存在. (　 　 )

2. 计算下列极限.

(1)lim
x→2

x2 + 5
x - 3 ; (2) lim

x→ 3

x2 - 3
x2 + 1

; (3)lim
x→1

x2 - 2x + 2
x2 - 1

;

(4)lim
x→0

4x3 - 2x2 + x
3x2 + 2x

; (5)lim
x→1

x2 - 1
2x2 - x - 1

; (6)lim
x→4

x2 - 6x + 8
x2 - 5x + 4

;

(7) lim
x→∞

2 - 1
x + 1

x2( ); (8) lim
x→∞

7x2 - 1
x2 - 3x + 1

; (9) lim
x←∞

4x - 1
x3 - 3x + 5

;

(10) lim
x→∞

x3 - 1
2x2 + 7

; (11)lim
x→1

1
1 - x - 3

1 - x3( ); (12)lim
x→3

1 + x - 2
x - 3 ;

(13) lim
n→∞

1 + 2 + 3 +… + (n - 1)
n2 .

3. 已知lim
x→1

x2 + ax + b
1 - x = 1,求常数 a 与 b 的值.
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第四节　 两个重要极限

一、第一个重要极限

图 2 - 8

图 2 - 8 是中学常见的单位圆,易得

BC

(

= 2x,BC = 2sinx,

则
BC
BC

( = 2sinx
2x = sinx

x .

表 2 - 1 给出了 x→0 时(x > 0),sinx 取值的变化情况.
表 2 - 1　 x 与 sinx 的变化情况

x 1 0. 5 0. 1 0. 05 0. 01 0. 005 …

sinx 0. 841 5 0. 479 4 0. 099 8 0. 049 98 0. 009 999 8 0. 004 999 9 …

　 　 我们看到,当 x→0 时,sinx→0,并且当 x→0 时,sinx 与 x 的值越来越接近,可以证明

BC
BC

( = sinx
x →1,

即 lim
x→0

sinx
x = 1. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2. 1)

这个极限通常称为第一个重要极限,或称为弦弧之比的极限.

证明　 设 0 < | x | < π
2 ,先证 x→0 + 时的情况.

(1)从图 2 - 8 可以看到

S△AOB < S扇形AOB < S△AOE,
1
2 ·1·sinx < 1

2 x·1 < 1
2 ·1·tanx,

1 < x
sinx < 1

cosx,cosx < sinx
x < 1.

又因为 lim
x→0 +

cosx = 1,而 lim
x→0 +

1 = 1,

根据性质 2. 4 得 lim
x→0 +

sinx
x = 1.

(2)当 x→0 - 时,令 x = - y,x→0 - ⇔y→0 + ,

lim
x→0 -

sinx
x = lim

y→0 +

sin( - y)
( - y) = lim

y→0 +

siny
y = 1.

再根据定理 2. 4,得lim
x→0

sinx
x = 1.

关于公式(2. 1)的几点说明:

①x→0 时, f(x)g(x)为“ 0
0 ”型不定式;
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②lim
Δ→0

sinΔ
Δ 中“Δ”位置的表达式相同;

③推广 lim
f(x)→0

sinf(x)
f(x) = 1;

④凡是三角函数和反三角函数的不定式求极限时均可考虑用公式(2. 1) .

例 1　 求lim
x→0

tanx
x .

解　 lim
x→0

tanx
x = lim

x→0

sinx
cosx
x = lim

x→0

sinx
x · 1

cosx = 1·1 =1,

即 lim
x→0

tanx
x = 1.

例 2　 求lim
x→0

sin2x
tan3x.

解　 lim
x→0

sin2x
tan3x = lim

x→0

sin2x
2x ·2x

3x·
3x

tan3x( ) = lim
x→0

sin2x
2x ·2

3 ·lim
x→0

3x
tan3x

= 1· 2
3 ·1

= 2
3 .

归纳　 一般lim
x→0

sinmx
tannx = m

n (m,n∈N + ) .

例 3　 求lim
x→0

1 - cosx
x2 .

解　 lim
x→0

1 - cosx
x2 = lim

x→0

2sin2 x
2

x2 = lim
x→0

1
2 ·

sin x
2

x
2

( )
2

= 1
2 lim

x→0

sin x
2

x
2

( )
2

= 1
2 ,

即 lim
x→0

1 - cosx
x2 = 1

2 .

例 4　 求lim
x→0

arcsinx
x .

解　 令 arcsinx = y,x = siny,则当 x→0 时,y→0,故

lim
x→0

arcsinx
x = lim

y→0

y
siny = 1,

即 lim
x→0

arcsinx
x = 1.

例 5　 求lim
x→π

sinx
π - x.

解　 令 π - x = y,则当 x→π 时,y→0,故
sinx = sin(π - y) = siny,

lim
x→π

sinx
π - x = lim

y→0

siny
y = 1.

河
南
科
学
技
术
出
版
社



36　　　

例 6　 lim
x→0

sin3x - sinx
x .

解　 法一:lim
x→0

sin3x - sinx
x = lim

x→0

2cos2xsinx
x

= 2 lim
x→0

cos2x lim
x→0

sinx
x

= 2.

法二:lim
x→0

sin3x - sinx
x = lim

x→0

sin3x
x - lim

x→0

sinx
x

= 3 - 1 = 2.
二、第二个重要极限

在第一节中,作为定理 2. 2 的直接应用,曾得到 lim
n→∞

1 + 1
n( )

n

= e. 通过类比猜想,我们也

可以得到

lim
x→∞

1 + 1
x( )

x

= e. (2. 2)

这就是第二个重要极限.

∗证明　 (1)首先证明 lim
n→∞

1 + 1
n( )

n

= e.

①利用二项式定理

an = 1 + 1
n( )

n

= 1 + n·1
n + n(n -1)

2! · 1
n( )

2

+ n(n -1)(n -2)
3! · 1

n( )
3

+… + n(n -1)·…·1
n! · 1

n( )
n

= 1 + 1 + 1
2! 1 - 1

n( ) + 1
3! 1 - 1

n( ) 1 - 2
n( ) +… + 1

n! 1 - 1
n( ) 1 - 2

n( )·…· 1 - n - 1
n( ).

类似地,

an + 1 = 1 + 1 + 1
2!· 1 - 1

n + 1( ) + 1
3!· 1 - 1

n + 1( ) 1 - 2
n + 1( ) +… + 1

n!· 1 - 1
n + 1( )·

1 - 2
n + 1( )·…· 1 - n - 1

n + 1( ) + 1
(n + 1)! 1 - 1

n + 1( ) 1 - 2
n + 1( )·…· 1 - n

n + 1( ).
比较 an 与 an + 1,除了两首项是 1 外,an 的每一项都小于 an + 1的对应项,而且 an + 1还比 an

多了最后一项(为正),因此 an < an + 1,an 是单增的.

②an < 1 + 1 + 1
2! + 1

3! +… + 1
n! < 1 + 1 + 1

2 + 1
22 +… + 1

2n - 1 = 1 +
1 - 1

2( )
n

1 - 1
2

= 1 + 2 - 1
2n - 1( ) < 3.

因此,an 有上界. 根据定理 2. 2,数列 1 + 1
n( )

n

{ }有极限,记此极限值为 e,即

lim
n→∞

1 + 1
n( )

n

= e.
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(2)再证明 lim
x→ +∞

1 + 1
x( )

x

= e.

∀x > 1 总有 n≤x≤n + 1,

所以
1

n + 1≤
1
x ≤1

n ,

所以 1 + 1
n + 1≤1 + 1

x ≤1 + 1
n ,

1 + 1
n + 1( )

n

≤ 1 + 1
x( )

x

≤ 1 + 1
n( )

n + 1

.

而 lim
n→∞

1 + 1
n( )

n + 1

= lim
n→∞

1 + 1
n( )

n

· 1 + 1
n( )[ ] = e,

lim
n→∞

1 + 1
n + 1( )

n

= lim
n→∞

1 + 1
n + 1( )

n + 1

1 + 1
n + 1

= e,

当 n→∞时,有 x→ +∞ . 根据性质 2. 4 得 lim
x→ +∞

1 + 1
x( )

x

= e.

(3)设 x = - y,x→ -∞⇔y→ +∞,则

lim
x→ -∞

1 + 1
x( )

x

= lim
y→ +∞

1 - 1
y( )

- y

= lim
y→ +∞

y
y - 1( )

y

= lim
y→ +∞

1 + 1
y - 1( )

y - 1

· 1 + 1
y - 1( )[ ] = e,

于是 lim
x→∞

1 + 1
x( )

x

= e.

令 x = 1
a ,x→∞⇔a→0,对公式(2. 2)可以变形为

lim
a→0

(1 + a)
1
a = e. (2. 3)

关于公式(2. 2)的几点说明:
①它是幂指函数的“1∞ ”型不定式;

② lim
□→∞

1 + 1
□( )

□

中“□”位置的表达式相同;

③ lim
f(x)→∞

1 + 1
f(x)( )

f(x)

= e;

④幂指函数、对数函数、指数函数的不定式求极限时可以考虑使用第二个重要极限.

例 7　 求 lim
x→∞

1 + 1
3x( )

x

.

解　 令 3x = y,x = y
3 ,当 x→∞时,y→∞,

lim
x→∞

1 + 1
3x( )

x

= lim
y→∞

1 + 1
y( )

y
3
= lim

y→∞
1 + 1

y( )
y

[ ]
1
3
= e

1
3 .

熟练后可以直接写成 lim
x→∞

1 + 1
3x( )

x

= lim
x→∞

1 + 1
3x( )

3x

[ ]
1
3
= e

1
3 .

例 8　 求 lim
x→∞

x - 2
x + 1( )

x

.
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解　 lim
x→∞

x - 2
x + 1( )

x

= lim
x→∞

1 - 3
x + 1( )

x

= lim
x→∞

1 - 3
x + 1( )

- x + 1
3 ( - 3) - 1

= lim
x→∞

1 - 3
x + 1( )

- x + 1
3

[ ]
- 3

1 - 3
x + 1

= e - 3 .

例 9　 求lim
x→π

2

(1 + cosx) 3secx .

解　 令 x - π
2 = t,则

lim
x→π

2

(1 + cosx) 3secx = lim
x→π

2

(1 + cosx)
3

cosx

= lim
t→0

1 + cos π
2 + t( )[ ]

3
cos π

2 + t( )

= lim
t→0

[(1 - sint) - 1
sint] 3 = e3 .

例 10　 求lim
x→0

ln(1 + x)
x .

解　 令 u = (1 + x)
1
x ,则当 x→0 时 u→e,故

lim
x→0

ln(1 + x)
x = lim

x→0
ln(1 + x)

1
x = lim

u→e
lnu = 1,

即 lim
x→0

ln(1 + x)
x = 1.

例 11　 求lim
x→0

ex - 1
x .

解　 令 u = ex - 1,则 x = ln(1 + u),当 x→0 时 u→0,有

lim
x→0

ex - 1
x = lim

u→0

u
ln(1 + u) = 1.

即 lim
x→0

ex - 1
x = 1.

1. 计算下列极限.

(1)lim
x→0

sinωx
x ; (2)lim

x→0

sin2x
sin5x; (3)lim

x→0
xcotx;

(4)lim
x→0

1 - cos2x
xsinx ; (5)lim

x→0

sinx + 3x
tanx + 2x; (6)lim

x→0

tanx - sinx
x3 ;

(7) lim
x→∞

1 + 1
2x( )

x

; (8)lim
x→0

(1 - 3x)
2
x ; (9) lim

x→∞

x + 1
x + 2( )

x

;

(10) lim
x→∞

1 + x
x( )

2x

; (11) lim
n→∞

2nsin x
2n (x≠0) .

2. 已知 lim
x→∞

x
x - c( )

x

= 2,求 c 的值.
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第五节　 无穷小量与无穷大量

一、无穷小量

1. 无穷小量的概念

定义 2. 6　 若 limf(x) = 0,则称 f(x)为这一极限过程的无穷小量,简称无穷小.

注意:(1)极限过程包括

x→x0,

x→x +
0 ,

x→x -
0 ,

ì

î

í

ï
ï

ïï

x→∞,
x→ +∞,
x→ -∞,

ì

î

í

ïï

ïï
n→∞的情况,统一用记号 lim 表示.

①当 x→0 时,x,5x,x2,x3,sinx,tanx 都是无穷小;

②当 x→ +∞时, 1
x ,2 - x,π

2 - arctanx 都是无穷小;

③当 n→∞时, 1
n , 1

3n都是无穷小.

(2)无穷小量的极限为 0,是表达变化状态的,不要与很小很小的数混为一谈. 0 是唯一

可以作为无穷小量的常数.
又因为 limf(x) = A ⇔limf(x) - A = 0⇔limf(x) - limA = 0⇔lim( f(x) - A) = 0,
所以,f(x) - A 是这一过程的无穷小量,记为 α(x) = f(x) - A.

定理 2. 7　 limf(x) = A⇔f(x) = A + α(x),其中 limα(x) = 0.

2. 无穷小量的性质

根据极限定义和四则运算定理不难证明无穷小量有以下几个性质:

性质 2. 5　 有限个无穷小量的代数和仍为无穷小量.
性质 2. 6　 有限个无穷小量的乘积仍为无穷小量.
推论 1　 任一常数与无穷小量的乘积仍为无穷小量.
推论 2　 有界变量与无穷小量的乘积仍为无穷小量.

例 1　 当 x→0 时,f(x) = x 是无穷小量,而 g(x) = sin 1
x 是有界变量. 因为 sin 1

x ≤1,

所以lim
x→0

xsin 1
x( ) = 0.

3. 无穷小量阶的比较

从前面例子可以看到,当 x→0 时,虽然 x,5x,x3 都是无穷小量,但实际上可以证明它们

趋近于 0 的速度是不一样的. 因此为了比较两个无穷小量趋近于 0 的速度快慢,我们引入无

穷小量阶的比较.
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定义 2. 7　 设 α,β 是同一极限过程中的两个无穷小量,且 β≠0,

(1)若 lim α
β = 0,则称 α 是比 β 高阶的无穷小,记 α = o(β);

(2)若 lim α
β = ∞ ,则称 α 是比 β 低阶的无穷小;

(3)若 lim α
β = c(c 为不等于 0 的常数),则 α 是与 β 同阶的无穷小,特别地,当 c = 1

时,称 α 与 β 等价,记为 α ~ β;

(4)若以 x(x→0)为标准无穷小,且 lim α
xk = c( c≠0,k > 0 均为常数),则称 α 是关

于 x 的 k 阶无穷小,记作 o∗(xk) .

例 2　 (1)lim
x→0

x3

x = 0,则 x3 是 x 的高阶无穷小;

(2)lim
x→0

x
x3 = ∞ ,则 x 是 x3 的低阶无穷小;

(3)lim
x→0

tan2x
x = 2,则 tan2x 是 x 的同阶无穷小;

(4)lim
x→0

sinx
x = 1,则 sinx 与 x 等价,即 sinx ~ x;

(5)lim
x→0

1 - cosx
x2 = 1

2 ,则 1 - cosx 是 x2 的同阶无穷小,而 1 - cosx 是 x 的 2 阶无穷小.

定理 2. 8　 若在同一极限的过程中,α ~ α1,β ~ β1,且 lim
α1

β1
存在,则 lim α

β = lim
α1

β1
.

例 3　 求:(1)lim
x→0

tanx
sin3x;　 (2)lim

x→0

tanx - sinx
sin3x

.

解　 (1)因为 x→0 时,tanx ~ x,sin3x ~ 3x,所以

lim
x→0

tanx
sin3x = lim

x→0

x
3x = 1

3 .

(2)因为 x→0 时,1 - cosx ~ 1
2 x2,sin2x ~ x2 故

lim
x→0

tanx - sinx
sin3x

= lim
x→0

sinx·1 - cosx
cosx

sin3x
= lim

x→0

1
cosx·lim

x→0

1 - cosx
sin2x

= 1·lim
x→0

1
2 x2

x2 = 1
2 .

注意:在此例中,对分子、分母要采用整体或乘积因子作等价无穷小替换,否则若一开始

就令 tanx ~ x,sinx ~ x,则会导致lim
x→0

tanx - sinx
sin3x

= lim
x→0

x - x
x3 = 0 的错误结果.
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二、无穷大量

定义 2. 8　 极限为无穷大的变量称为无穷大量,若 limf(x) = ∞ ,则 f(x)为这一极

限过程的无穷大量,简称无穷大.

注意:极限为无穷大的函数 f(x),按函数极限的定义来说,极限是不存在的,为了方便描

述函数的这一性质,我们也说“函数的极限为无穷大” .

例如,当 x→∞时,x,x2,x3 是无穷大量;当 x→0 时, 1
x2 ,

1
sinx也是无穷大量.

同无穷小量的理解一样,无穷大量不能与很大很大的数混为一谈,而“∞ ”是一记号,也
不是无穷大量.

三、无穷大量与无穷小量之间的关系

定理 2. 9　 (1)若 limf(x) = ∞ ,则 lim 1
f(x) = 0;

(2)若 limf(x) = 0( f(x)≠0),则 lim 1
f(x) = ∞ (证明从略) .

无穷大量与无穷小量指的都是因变量 f(x),但判断一个变量 f(x)是否为无穷大(小)
量,不仅与 f(x)本身有关,还与自变量 x 的趋近过程有关.

例 4　 当 x→∞时,f(x) = 1
x 为无穷小量;

当 x→0 时,f(x) = 1
x 为无穷大量;

当 x→2 时,f(x) = 1
x 既不是无穷大量,也不是无穷小量.

1. 判断题.
(1)非常小的数是无穷小. (　 　 )
(2)零是无穷小. (　 　 )
(3)无限变小的变量称为无穷小. (　 　 )
(4)无限个无穷小的和还是无穷小. (　 　 )
2. 指出下列各式中,哪些是无穷小? 哪些是无穷大? 并说明理由.

(1)1 + x
x2 (x→∞);　 (2)3x - 1

x (x→0);　 (3)ln | x | (x→0);　 (4)e
1
x (x→0) .

3. 当 x→ +∞时,下列哪个无穷小与无穷小
1
x 是同阶无穷小? 哪个无穷小与无穷小

1
x 是

等价无穷小? 哪个无穷小是比无穷小
1
x 高阶的无穷小?

(1) 1
2x; (2) 1

x2 ; (3) 1
| x | .

4. 计算下列极限.

(1)lim
x→0

tan5x
3x ;　 　 (2)lim

x→0

1 - cosx
sinx2 ;　 　 (3)lim

x→0

sin3x
tanx2;　 　 (4)lim

x→0

ln(1 + 2x)
ex - 1

.
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第六节　 函数的连续性

一、连续函数的概念

第二节研究函数 f(x)在 x = x0 处的极限与函数值问题时,曾有四种情况出现,其中之一

就是函数在 x0 处函数值存在,极限值也存在,并且相等. 此时,我们就称函数 f(x)在 x = x0 处

连续,这就是本节所要讨论的问题———连续函数. 连续函数是高等数学中的主要研究对象,
也是许多自然过程中数量变化的抽象,如:自然界中气温的变化、河水的流动、植物的生长

等,都是连续变化着的. 这种现象在函数关系上的反映,就是函数的连续性,连续函数的图像

直观表现为一条不间断的曲线. 本节根据极限概念给出连续函数的几种定义方式,并讨论连

续函数的性质和初等函数的连续性.
1. 函数在一点连续的概念

定义 2. 9　 设函数 f(x)在 x0 的某邻域内有定义,若 lim
x→x0

f(x) = f(x0),则称 f(x)在

x = x0 处连续,x0 是 f(x)的连续点.

从定义 2. 9 可以看到,f(x)在点 x0 处连续必须满足三个条件:
(1)函数 f(x)在点 x0 处有定义 ;
(2) lim

x→x0
f(x)存在;

(3)极限值等于函数值 f(x0) .
将式lim

x→x0
f(x) = f(x0)改写为

lim
x→x0

f(x) - f(x0) = 0,

lim
x→x0

[ f(x) - f(x0)] = 0,

令 Δx = x - x0,Δy = f(x) - f(x0),则
lim
Δx→0

Δy = 0.

定义 2. 10　 设函数 f(x)在 x0 的某邻域内有定义,若 lim
Δx→0

Δy = 0,则称 f(x)在点 x0 处

连续.

图 2 - 9

注意:设变量 u 从初值 u1 变到终值 u2,终值与初值之

差 u2 - u1 就叫作变量 u 的增量(或改变量),记为 Δu. 增
量 Δu 可正可负,在 Δu 为正时,u 从 u1 变到 u2 是增大的,
在 Δu 为负时,u 是减小的. 对于函数 y = f( x),如图 2 - 9
所示,当自变量从 x0 变到 x0 + Δx 时,函数 f(x)相应地从

f(x0)变到f(x0 + Δx),即当自变量 x 有一改变量 Δx 时,函
数 f(x)相应地也有一改变量 Δy = f(x0 + Δx) - f(x0) .

把式lim
x→x0

f(x) = f(x0)用“ε - δ”语言叙述如下.
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定义 2. 11　 设 f(x)在 x0 的某邻域内有定义,对∀ε > 0,∃δ > 0,对∀x,当 | x - x0 |
< δ 时,总有 | f(x) - f(x0) | < ε,则称 f(x)在 x0 处连续.

2. 单侧连续

定义 2. 12　 设函数 f( x)在 x0 处左(右)邻域内有定义,若 lim
x→x -0

f( x) = f( x0 ) (或

lim
x→x +0

f(x) = f(x0)),则称 f(x)在 x0 处左连续(或右连续),统称为单侧连续.

读者可自行写出其定量定义.
显然,函数 f(x)在点 x0 处连续的充要条件是:f(x)在 x0 处既左连续又右连续.
3. 函数在区间上连续

定义 2. 13　 如果函数 f(x)在区间 I 上每一点都连续,则称函数 f(x)在该区间 I 上
连续.

区间 I 可以是开区间,也可以是闭区间;可以是有限区间,也可以是无限区间.
若 I = [a,b],则 f(x)在[a,b]上连续包含的意义有两方面:
(1) f(x)在(a,b)内每一点都连续;
(2) f(x)在 x = a 处右连续,在 x = b 处左连续.
例 1　 讨论函数 y = | x |在点 x = 0 处的连续性.

图 2 - 10

解　 y = | x | =
x,x≥0,
- x,x < 0,{

f(0) = 0,
lim
x→0 -

f(x) = lim
x→0 -

( - x) = 0 = f(0),

lim
x→0 +

f(x) = lim
x→0 +

x = 0 = f(0),

所以 f(x)在 x = 0 处连续,如图 2 - 10 所示.
例 2　 讨论 sgnx 在 x = 0 处的连续性.

图 2 - 11

解　 sgnx =
1,x > 0,
0,x = 0,
- 1,x < 0,

ì

î

í

ïï

ïï

f(0) = 0,
lim
x→0 +

sgnx = lim
x→0 +

1 = 1≠f(0),

lim
x→0 -

sgnx = lim
x→0 -

( - 1) = - 1≠f(0),

所以 f(x)在 x = 0 处不连续,如图 2 - 11 所示.
例 3　 讨论函数 f(x) = sinx 在 R 上的连续性.
解　 ∀x∈R,有

Δy = f(x + Δx) - f(x) = sin(x + Δx) - sinx

= 2sin Δx
2 cos 2x + Δx

2 ,
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故 lim
Δx→0

Δy = lim
Δx→0

2sin Δx
2 cos 2x + Δx

2( ).

因为 lim
Δx→0

sin Δx
2 = 0,而 cos 2x + Δx

2 是有界变量,所以 lim
Δx→0

Δy = 0,即 y = sinx 在点 x 处是连

续的,由 x 的任意性可知,y = sinx 在 R 上连续.
同理 f(x) = cosx 在 R 上也连续.

例 4　 讨论 f(x) =
sinx
x ,x≠0,

0,x = 0
{ 在 x = 0 处的连续性.

解　 因为 f(0) = 0,lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sinx
x = 1≠f(0),

所以 f(x)在 x = 0 处不连续.
二、函数的间断点及分类

定义 2. 14　 如果函数 f(x)在点 x0 的某去心邻域内有定义,且函数 f(x)有下列三

种情况之一:
(1)在 x = x0 处无定义;
(2) lim

x→x0
f(x)不存在;

(3) lim
x→x0

f(x)≠f(x0) .

则称 f(x)在点 x0 处间断,点 x0 称为 f(x)的间断点.

间断点可按下述情况分类.
1. 第Ⅰ类间断点

定义 2. 15　 若 x0 是函数 f(x)的间断点,且在 x0 处 f(x)的左、右极限都存在,即
lim
x→x -0

f(x)与 lim
x→x +0

f(x)都存在,则称点 x0 是函数 f(x)的第Ⅰ类间断点.

特别地,若 lim
x→x +0

f(x) = lim
x→x -0

f(x)≠f(x0),则称点 x0 是函数 f(x)的可去间断点. 对于可去

间断点,我们可以补充在点 x0 处的函数值,或改变在 x0 处的定义(一般补充或修改在 x0 处

的函数值等于极限值),使 f(x)在点 x0 连续,这正是“可去”的本义.
例如,本节例 2 是第Ⅰ类间断点,例 4 是可去间断点,可修改为

f(x) =
sinx
x ,x≠0,

1,x = 0,
{

则 f(x)在 x = 0 处连续.
2. 第Ⅱ类间断点

定义 2. 16　 若函数 f(x)在间断点 x0 处的左、右极限,即 lim
x→x -0

f(x)与 lim
x→x +0

f(x)至少有

一个不存在,则称 x0 是 f(x)的第Ⅱ类间断点.
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例 5　 函数 f(x) =
1
x ,x > 0,

0,x≤0,
{ 由于

lim
x→0 +

f(x) = lim
x→0 +

1
x = + ∞ ,

lim
x→0 -

f(x) = lim
x→0 -

0 = 0,

所以,x = 0 是函数 f(x)的第Ⅱ类间断点.

例 6　 f(x) = sin 1
x 在 x = 0 处, lim

x→0 -
f(x)与 lim

x→0 +
f(x)都不存在,所以 x = 0 是函数 f(x)的第

Ⅱ类间断点.
三、初等函数的连续性

1. 连续函数的运算

定理 2. 10　 若函数 f(x),g(x)在点 x0 处连续,则 f(x) ± g(x),f(x)·g(x), f(x)g(x)
(g(x0)≠0)也在 x0 处连续.

例如,例 3 中,y = sinx,y = cosx 在 R 上连续. 由定理 2. 10 可知,y = tanx,y = cotx 也在其

定义域内连续.

定理 2. 11　 若函数 y = f(x)在某区间上严格单调且连续,则其反函数 x = φ(y)在相

应区间上也严格单调且连续.

例如,y = sinx 在 - π
2 ,π

2[ ]上严格单增且连续,由定理 2. 11 知,y = arcsinx 在[ - 1,1]上

也严格单增且连续. 同理 y = arccosx,y = arctanx,y = arccotx 在其定义域内连续. 用定义可以

证明 y = ax(a > 0,且 a≠1)在 R 上连续,则由定理 2. 11 知,y = logax 在(0, + ∞ )上连续.

定理 2. 12　 若函数 y = f(u)在点 u = u0 处连续,而 u = φ(x)在点 x0 处连续,且 u0 =
φ(x0),则复合函数 y = f[φ(x)]在点 x = x0 处连续.

例如,u = x在[0, + ∞ )上连续,y = sinu 在( - ∞ , + ∞ )上连续,则 y = sin x在[0,
+ ∞ ]上连续;y = xα = eαlnx,可以看成 y = eu,u = αlnx 的复合,所以 y = xα(α≠0)在其定义域

内连续.
2. 初等函数的连续性

从上面讨论可知,基本初等函数在其定义域内连续,反复运用定理 2. 10 与定理 2. 12 可

以得到一切初等函数在其定义域内都是连续的. 这个结论又为我们提供了一个求极限的方

法. 因为lim
x→x0

f(x) = f(x0) = f( lim
x→x0

x),这说明对连续函数 f(x)而言,f 与 lim 可以交换.

例 7　 求lim
x→a

arctan logax

sin π
2 · x

a( )
(a 为定义域内一点) .
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解　 因为 f(x)是初等函数,a 又是定义域内一点,所以

lim
x→a

f(x) = f(a) =
arctan logaa

sin π
2 · a

a( )
= π

4 .

四、闭区间上连续函数的性质

定理 2. 13(最值性) 　 闭区间[a,b]上的连续函数 f(x)必定在该区间上达到最大值

M 和最小值 m.

如图 2 - 12 所示,f(x)在[a,b]上连续,f(ξ1)为 f(x)在[a,b]上的最小值,f(ξ2)为 f(x)
在[a,b]上的最大值.

本定理两个条件缺一不可.

图 2 - 12 　 　
图 2 - 13 　 　

图 2 - 14

例如,如图 2 - 13 所示的函数

f(x) =
- x + 1,x∈[0,1),
1,x = 1,
- x + 3,x∈(1,2],

ì

î

í

ïï

ïï

在[0,2]上有间断点 x = 1,易看出 f(x)在[0,2]既不能达到最大值,也不能达到最小值. 再
如,y = x 在开区间(0,1)内连续,但它既达不到最大值也达不到最小值,如图 2 - 14 所示.

定理 2. 14(有界性) 　 若函数 f(x)在闭区间[a,b]上连续,则 f(x)一定在[a,b]上
有界.

一般来说,开区间(或半开区间)的连续函数不一定有界. 如 f(x) = 1
x 在(0,1]上无界.

定理 2. 15(介值性) 　 若 f(x)在[a,b]上连续,m 和 M 分别是函数 f(x)在闭区间

[a,b]上的最小值和最大值,ξ 是介于 m 与 M 之间的数(即 m≤ξ≤M),则在[a,b]内至

少存在一点 c,使得 f(c) = ξ.
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　 　 如图 2 - 15 所示.

图 2 - 15 　 　 　 　
图 2 - 16

定理 2. 16(零点定理) 　 若函数 f(x)在闭区间[a,b]上连续,且 f(a)·f(b) < 0,则
至少存在一点 c∈(a,b),使 f(c) = 0.

如图 2 - 16 所示.
例 8　 研究方程 x5 + x3 + x2 - 1 = 0 在区间[0,1]内根的位置.
解　 设 f(x) = x5 + x3 + x2 - 1,f(0) = - 1 < 0,f(1) = 2 > 0,由定理 2. 16 知方程 x5 + x3 +

x2 - 1 = 0 在(0,1)内有根 ξ,为进一步研究 ξ 的位置,做如下计算和推断:

f 1
2( ) = - 19

32 < 0,故 ξ∈ 1
2 ,1( );

f 3
4( ) = 227

1 024 > 0,故 ξ∈ 1
2 , 3

4( );

f 5
8( ) = - 8 843

32 768 < 0,故 ξ∈ 5
8 , 3

4( ),ξ≈11
16.

ξ = 11
16是区间

5
8 , 3

4( )的中点,其误差不超过
1
16,这种方法称为二分法,常用来求根的近似值,

缺点是计算量较大.

1. 判断题.
(1)y = | x |在 x = 0 处不连续. (　 　 )
(2)设 y = f(x)在[a,b]上连续,且无零点,则 f(x)在[a,b]上恒为正或恒为负. (　 　 )
2. 研究下列函数的连续性,并画出函数的图像.

(1) f(x) =
x2,0≤x≤1,
2 - x,1 < x≤2;{

(2) f(x) =
x, - 1≤x≤1,
1,x < - 1 或 x > 1.{

3. 指出下列函数的间断点,并指明是哪一类型间断点.

(1) f(x) = 1
x2 - 1

; 　 　 　 　 (2) f(x) = e
1
x ;
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(3) f(x) =
x,x≠1,
1
2 ,x = 1;{ 　 　 　 　 (4) f(x) =

1
x + 1,x < - 1,

x, - 1≤x≤1,

(x - 1)sin 1
x - 1,x > 1.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

4. 求下列极限.

(1)lim
x→0

x2 - 2x + 5; 　 　 　 　 (2) lim
α→π

4

(2αsinα) 3;

(3) lim
x→π

6

ln(2cos2x); 　 　 　 　 (4)lim
x→0

arctan sinx
x ;

(5) lim
x→∞

e
1
x ; 　 　 　 　 (6) lim

x→∞
1 + 1

x( )
x
2
.

5. 证明下列方程在(0,1)之间至少有一实根.
(1)x5 + x3 = 1; (2)e - x = x; (3)arctanx = 1 - x.

一、填空题

1. 已知lim
n→0

a2 + bn - 5
3n - 2 = 2,则 a = ,b = .

2. lim
x→0 -

2
1
x - 1

2
1
x + 1

= .

3. lim
x→0

tanβx = .

4. lim
x→0

x2 + 1 = .

5. lim
x→ +∞

2
1
x = .

6. lim
x→∞

2x2 = .

7. lim
x→0

2 - 1
x2 = .

8. 当 x→0 + 时,x 是 e x - 1 的 阶无穷小.
9. 当 x→0 时,e2x - 1 是 sinx 的 阶无穷小.

10. 设 x→0 时,1 - cos2x 与 asin2 x
2 为等价无穷小,则 a = .

11. 设 φ(x) = 1 - x
1 + x,ψ(x) = 1 - 3 x,则当 x→1 时,φ(x)是 ψ(x)的 阶无穷小.

12. 设 x→0 时,axb 与(tanx - sinx)为等价无穷小,则 a = ,b = .
二、判断题

1. 有界数列一定收敛. (　 　 )
2. 发散数列一定是无界数列. (　 　 )
3. 单调数列一定是收敛数列. (　 　 )
4. 若函数 f(x)在 x0 处有定义,且lim

x→x0
f(x)存在,则 f(x)在 x0 处必连续. (　 　 )
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5. 若函数 f(x)在( - ∞ , + ∞ )内连续,则它在闭区间[a,b]上连续. (　 　 )
6. 分段函数必定存在间断点. (　 　 )
三、选择题

1. f(x)在 x0 处左、右极限存在并且相等是 f(x)在 x0 处有极限的(　 　 ) .
A. 充分条件 B. 必要条件 C. 充要条件

2. 单调并且有界是数列收敛的(　 　 ) .
A. 充分条件 B. 必要条件 C. 充要条件

3. 两个非无穷小量之和为(　 　 ) .
A. 非无穷小量 B. 无穷小量 C. 可能是无穷小量

4. 两个非无穷小量之积(　 　 ) .
A. 必定不是无穷小量 B. 可能是无穷小量 C. 必定是无穷小量

5. 设 x→x0 时,f(x)为无穷小量,g(x)为无穷大量,则(　 　 )必为无穷大量.

A. f(x) + g(x)　 　 　 B. 1
f(x) + g(x)　 　 　 C. f(x)g(x)　 　 　 D. f(x)g(x)

6. 当 x→∞时,函数 f(x) = x + sinx 是(　 　 ) .
A. 无穷大量 　 　 　 　 B. 无穷小量

C. 有极限且极限不为 0 　 　 　 　 D. 有界函数

7. f(x)在 x0 处左、右极限存在是 f(x)在 x0 处连续的(　 　 ) .
A. 充分条件 　 　 　 　 B. 必要条件

C. 充要条件 　 　 　 　 D 前三者均不是

8. x = 0 是函数 f(x) = xsin 1
x 的(　 　 ) .

A. 第Ⅰ类间断点

B. 第Ⅱ类间断点

C. 既不是第Ⅰ类间断点,也不是第Ⅱ类间断点

D. 以上都不对

9. x = 2 是函数 f(x) = 1
(x - 2) 2的(　 　 ) .

A. 第Ⅰ类间断点

B. 第Ⅱ类间断点

C. 既不是第Ⅰ类间断点,也不是第Ⅱ类间断点

D. 以上都不对

10. 设函数 f(x) =
ax + b,x≥0,
(a + b)x2 + x,x < 0,{ 其中 a + b≠0,则 f(x)处处连续的充要条件是 b

= (　 　 ) .
A. a B. 0 C. 1 D. - 1

11. 已知极限lim
x→0

sinax
x = 2,则 a 的值是(　 　 ) .

A. 1 B. - 1 C. 2 D. 1
2
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四、计算下列极限

1. lim
x→4

2x + 1 - 3
x - 2

; 2. lim
x→1

sin(x - 1)
x2 + x - 2

;

3. lim
x→ +∞

x2 - 1
x2 + 1( )

x2

; 4. lim
x→0

sinx3

(sinx) 3;

5. lim
x→0

1 + x - 1 - x
sin3x ; 6. lim

x→∞

x + 3
x2 - x

(sinx + 2);

7. lim
x→0

ex - e - x

x ; 8. lim
x→0

ln(1 + 2x)
tan5x ;

9. lim
x→a

sinx - sina
x - a ; 10. lim

x→1

sinπx
4(x - 1) .

五、讨论 f(x) =
xsin 1

x ,x≠0

0,x = 0
{ ,在 x = 0 处连续性.

六、已知当 x→0 时,(1 + ax2)
1
3 - 1 与 1 - cosx 是等价无穷小,求 a.

七、设 lim
x→ -1

x3 + ax2 - x + 4
x + 1 = b(常数),求 a,b.

八、f(x) = x2 - 1
x2 - 3x + 2

的间断点,并判断其类型.

九、设 f(x)在[a,b]上连续,且 a < f(x) < b,证明:在(a,b)内至少有一点 ξ,使 f(ξ) = ξ.

数学实验

一、内部函数求极限

在 Mathematica 中,可由 limit 函数求解极限,其格式为:
Limit[f,x→x0]　 表示求函数 f(x)在 x→x0 时的极限;
Limit[f,x→x0,Direction→1]　 表示求函数 f(x)在 x→x -

0 时的极限,即左极限;
Limit[f,x→x0,Direction→ -1]　 表示求函数 f(x)在 x→x +

0 时的极限,即右极限.
例 1　 求下列极限:

(1)lim
x→0

sin2x
x ; (2) lim

x→∞

cosx
x ; (3) lim

x→1 +

x - 1
ln(x - 1) .

解　 In[1]: = Limit[Sin[2x] / x,x→0]
Out[1]: = 2
In[2]: = Limit[Cos[x] / x,x→∞]
Out[2]: = 0
In[3]: = Limit[(x - 1) / (ln(x - 1)),x→0,Direction→ -1]
Out[3]: = 0
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注意:Mathematica 中没有区分∞和 - ∞ ,求 x→∞时的极限要小心.
二、调用外部函数求极限

Mathematica 自带的外部程序中还有求极限的同名函数,增强了解题能力,文件位于

Mathematica 的标准扩展程序包集中,查看 Help 可以找到相应文件.

例 2　 求极限:lim
x→∞

1 + 1
x( )

x2

ex .

解　 In[1]: = Limit[(1 + 1 / x)^(x^2) / Exp[x],x→∞]

Out[1]: = Limit[e - x 1 + 1
x( )

x2

,x→∞]

In[2]: = < < Calculus L̍imit̍
In[3]: = Limit[(1 + 1 / x)^(x^2) / Exp[x],x→∞]

Out[3]: = 1
e

注意:第一次求解中首先使用内部函数求极限,结果输出的仍是原函数的输入式,这就

表明求值失败. 第二次求解时调入了含有同名函数的外部程序文件“Limit. m”,求解成功.
尽管使用 Limit 语句求解极限简单方便,但在有些情况下求不出极限,这时我们不妨画

出函数图像,观察函数的变化趋势,从而判断出函数的极限.
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