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郑兆顺、常瑞玲等编写的《高等数学》是结合多年职业院校高等数学教育研究成果及精

品课建设、在线课建设和一线教学实践经验精心编写而成的,令人耳目一新,其特色主要体

现在如下几个方面。
1. 充分发挥高等数学技术教育功能和文化教育功能,突出高等数学教育教学的本质。
2. 注重教学方法论的指导地位,把提高学生的一般科学素养、文化修养及形成和发展数

学品质作为高等数学的教育目标。
3. 高等数学要为学习相关专业课程和后继课程服务,为培养学生的思维能力服务,为学

生处理和解决相关实际问题服务,为学生的可持续发展服务。
4. 注重概念方法的教学,强化基本概念脱胎于实际的过程和主要方法,在适度注意数学

的理论性、严密性、系统性的基础上返璞归真,尽量使数学知识生活化、通俗化、简单化。
5. 注重培养学生用数学思想和方法分析、解决问题的能力,特别是用数学的思想、概念、

方法,消化吸收“工程”概念和“工程”原理的能力,把实际问题转化为数学模型的能力,以及

求解数学模型的能力。
6. 在例题的处理上,层次分明、衔接得当、前后贯通,特别是穿插的思考问题,对打破学

生的思维定式很有益处。
7. 增加数学实验模块,提升学生应用能力。 数学实验模块主要是每章所学计算方法在

数学软件中的实现,目的是结合专业特点,更好地提高数学建模能力及用数学软件解决实际

问题的能力。
8. 本着教材建设是树人立魂的大事之理念,高等数学教材承载着文化传承的使命,在每

一章的后面增加了阅读材料———数学史话。 该模块让学生了解所学知识的来源、发展及相

应的数学家的故事,以提高学生的数学素养和人文素养。
显而易见,作者对《高等数学》的编写下了功夫,做了努力,期望本书在使用过程中能日

臻完善。

全国数学科学方法论研究交流中心副主任
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本书是编者根据职业院校对高等数学课程教学基本要求,结合 20 多

年“MM 教育方式”的研究成果和近 30 年的一线教学实践经验,经过认真

研究、集思广益,通力合作,精心编写而成的。 编者将精品课程建设、精品

资源共享课程建设、精品在线课程建设与教材建设有机结合,精心锤炼。
本书的所有创新点体现在每个细节里,体现在处理每个知识点的“匠心”
上。 本书力求在概念中提倡返璞归真,在定理引入时合情合理,在方法中

重视策略应变,在应用中强调广泛应用。 因此,本教材内容的很多地方在

同类教材中独树一帜,新颖易学。
本书分上下两册,上册共七章,内容包括预备知识、极限与连续、导数

与微分、导数的应用、不定积分、定积分和常微分方程;下册共七章,内容

包括级数、向量代数与空间解析几何、多元函数微分学、重积分、曲线积分

与曲面积分、线性代数、概率论与数理统计初步理论。 标有“∗”的内容可

根据不同专业选学。
我们编写的《高等数学》教材在整个使用进程中,是紧跟我校人才培

养模式的变革、专业调整和学科建设的发展而逐渐完善、成熟的。 本书自

2008 年出版至今,根据教学研究目标和师生反馈意见,已经五改其稿,每
次都做了大量的修改、补充和完善,目前是第五稿。

囿于编者水平,错误和疏漏恐在所难免,还请广大读者多提宝贵意

见,以便精益求精,使本书日臻完善。

编者

2020 年 9 月
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第八章　 级数

以前我们解决了有限个数的求和问题及有限个函数和的极限、连续、微分、积分等问题,
但对于无限个数的求和或无限个函数和的连续、极限、微分、积分等问题,其结果会是怎么样

呢? 这就是本章要讨论的问题,即级数理论. 级数理论在自然科学、工程技术及经济和数学

本身都有广泛的应用.

第一节　 数值级数

一、数值级数及收敛与发散的概念

定义 8. 1　 设有数列 a1,a2,…,an,…,则

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∑
∞

n = 1
an = a1 + a2 + … + an + … (8. 1)

称为常数项级数,又称为数值级数. 数列{an}的第 n 项又称为级数的一般项或通项.

例 1　 (1)等比数列
1
2n{ }对应级数 ∑

∞

n = 1

1
2n = 1

2 + 1
4 + … + 1

2n + ….

(2)一般等比数列{aqn}对应级数 ∑
∞

n = 1
aqn = aq + aq2 + … + aqn + … (a≠0,q 是公比),

称为等比级数(几何级数) .

(3)数列
1
n{ }对应级数 ∑

∞

n = 1

1
n = 1 + 1

2 + … + 1
n + … ,称为调和级数.

(4)数列
1
np{ }对应级数 ∑

∞

n = 1

1
np = 1 + 1

2p + 1
3p + … + 1

np + … ,称为广义调和级数.

(5)数列 ln 1 + 1
n( ){ }对应级数 ∑

∞

n = 1
ln 1 + 1

n( ) = ln2 + ln 3
2 + … + ln 1 + n

n + … .

(6)数列 ( -1) n -1 1
n{ }对应级数∑

∞

n = 1
( - 1) n-1 1

n = 1 - 1
2 + 1

3 + … + ( - 1) n-1 1
n + … .

(7)数列{n}对应级数 ∑
∞

n = 1
n = 1 + 2 + … + n + … .

(8)数列{( - 1) n - 1}对应级数 ∑
∞

n = 1
( - 1) n-1 = 1 - 1 + 1 - 1 + … + ( - 1) n-1 + … .

级数是无穷多个数求和的问题,涉及无限的概念,极限是解决这类问题的一般方法.
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定义 8. 2　 级数 ∑
∞

n = 1
an 的前 n 项和,即

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Sn = a1 + a2 +… + an (8. 2)

称为级数 ∑
∞

n = 1
an 的前 n 项部分和. 数列{Sn} 称为∑

∞

n = 1
an 的部分和数列.

定义 8. 3　 如果级数∑
∞

n = 1
an 的部分和数列{Sn} 有极限 S,即 lim

n→∞
Sn = S,则称级数

∑
∞

n = 1
an 收敛,S 称为∑

∞

n = 1
an 的和,表示为

　 　 　 　 　 　 　 ∑
∞

n = 1
an = a1 + a2 + … + an + … = S. (8. 3)

否则,如果lim
n→∞

Sn 不存在,则称此级数发散 .

例 2　 如例 1 中的(1),有 Sn =

1
2 1 - 1

2( )
n

[ ]
1 - 1

2

= 1 - 1
2( )

n

,

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1 - 1
2( )

n

[ ] = 1.

所以级数(1)收敛,即

∑
∞

n = 1

1
2n = 1

2 + 1
4 + … + 1

2n + … = 1 .

而例 1 中的(8)是发散的. 事实上,Sn =
1,n 为奇数,
0,n 为偶数.{

例 3　 求级数 ∑
∞

n = 1

1
(2n - 1)(2n + 1) 的和.

解　 前 n 项部分和

Sn = 1
1 × 3 + 1

3 × 5 +… + 1
(2n - 1)(2n + 1)

= 1
2 1 - 1

3( ) + 1
2

1
3 - 1

5( ) +… + 1
2

1
2n - 1 - 1

2n + 1( )

= 1
2 1 - 1

2n + 1( ),

因此 lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1
2 1 - 1

2n + 1( ) = 1
2 ,

故该级数收敛,且其和 S = 1
2 .

例 4　 证明级数 ∑
∞

n = 1
ln 1 + 1

n( )是发散的.

证明　 Sn = ln2 + ln 3
2 + ln 4

3 +… + ln n + 1
n

河
南
科
学
技
术
出
版
社



213　　

= ln2 + ln3 - ln2 + ln4 - ln3 +… + ln(n + 1) - lnn = ln(n + 1),
因此 lim

n→∞
Sn = lim

n→∞
ln(n + 1) = + ∞ ,

故级数 ∑
∞

n = 1
ln 1 + 1

n( )发散.

二、数值级数的性质

定理 8. 1　 (柯西收敛准则)数值级数 ∑
∞

n = 1
an 收敛⇔∀ε > 0,∃N∈N + ,∀n > N,

∀p∈N + ,有
| an + 1 + an + 2 +… + an + p | < ε.

证明略.
该定理说明级数敛散性与级数充分远处的任意片段有关,而与级数前面有限项无关.

性质 1　 去掉、增加或改变级数 ∑
∞

n = 1
an 的有限项,所得新级数 ∑

∞

n = 1
bn 与原级数 ∑

∞

n = 1
an 的

敛散性相同.

性质 2　 (收敛的必要条件)若级数 ∑
∞

n = 1
an 收敛,则 lim

n→∞
an = 0.

证明　 设 ∑
∞

n = 1
an 收敛于 S,则其部分和数列的极限为 S,即 lim

n→∞
Sn = lim

n→∞
Sn - 1 = S,所以

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn - Sn - 1) = S - S = 0.

定理 8. 2　 若 ∑
∞

n = 1
an 和 ∑

∞

n = 1
bn 是两个收敛级数,则 ∑

∞

n = 1
(an ± bn)也收敛,并且有

∑
∞

n = 1
(an ± bn) = ∑

∞

n = 1
an ± ∑

∞

n = 1
bn .

定理 8. 3　 若 ∑
∞

n = 1
an 收敛,C 为常数,则 ∑

∞

n = 1
Can 也收敛,并且有

∑
∞

n = 1
Can = C ∑

∞

n = 1
an .

以上两定理均可用定义证明,这里略.

1. 写出下列级数的前五项.

(1) ∑
∞

n = 1

4·7·10·…·(3n + 1)
1·3·5·…·(2n - 1) ;　 　 　 (2) ∑

∞

n = 1
( - 1) n 1 - (n - 1) 2

n + 1[ ].
2. 写出下列级数的一个通项.

(1) - 1 + 1
2 - 1

4 + 1
8 -…; (2) x

2 + x
2·4 + x x

2·4·6 + x2

2·4·6·8 +…;

(3) - 1
2 + 0 + 1

4 + 2
5 + 3

6 +…; (4) 1
2 + 3

5 + 5
10 + 7

17 +…;
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(5)1 - 8
2 + 27

6 - 64
24 +….

3. 判断下列级数的敛散性.

(1) ∑
∞

n = 1

1
n(n + 1);　 　 　 　 (2) ∑

∞

n = 1

1
n + 1 + n

;　 　 　 　 (3) ∑
∞

n = 1

1
3n ;

(4) ∑
∞

n = 1

2 + ( - 1) n

2n ; (5) ∑
∞

n = 1

2n - 1
3n + 1; (6) ∑

∞

n = 1

n + 1
n( )

n

.

第二节　 正项级数敛散性的判别

定义 8. 4　 给定级数 ∑
∞

n = 1
an,当 an≥0(n = 1,2,…)时,称为正项级数;当 an≤0(n =

1,2,…)时,称为负项级数.

正项级数与负项级数统称为同号级数. 由定理 8. 3,同号级数敛散性只需讨论正项级数

即可.
一、比较判别法

设∑
∞

n = 1
an 为正项级数,则部分和数列{Sn}为单调增数列. 由上册极限存在公理可得下面

公理.

公理　 正项级数 ∑
∞

n = 1
an 收敛⇔它的部分和数列{Sn}有上界.

定理 8. 4　 设 ∑
∞

n = 1
an 与 ∑

∞

n = 1
bn 均为正项级数,且 an≤bn(n = 1,2,…),则

(1)若正项级数 ∑
∞

n = 1
bn 收敛,则正项级数 ∑

∞

n = 1
an 也收敛;

(2)若正项级数 ∑
∞

n = 1
an 发散,则正项级数 ∑

∞

n = 1
bn 也发散.

推论　 设 ∑
∞

n = 1
an 与 ∑

∞

n = 1
bn 都是正项级数,bn > 0,且

lim
n→∞

an

bn
= d(0≤d≤ +∞),

则

(1)0 < d < + ∞时,∑
∞

n = 1
an 与 ∑

∞

n = 1
bn 同时收敛或同时发散;

(2)d = 0 时,若 ∑
∞

n = 1
bn 收敛,则 ∑

∞

n = 1
an 也收敛;
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(3)d = + ∞时,若 ∑
∞

n = 1
bn 发散,则 ∑

∞

n = 1
an 也发散.

例 1　 判别下列级数的敛散性.

(1) ∑
∞

n = 1

1
np ;　 　 　 (2) ∑

∞

n = 1
sin 1

n ;　 　 　 (3) ∑
∞

n = 1

1
2n2 + n + 1

.

解　 (1)当 p = 1 时,由于 ln(1 + x) < x(x > 0),令 x = 1
n ,则有

ln 1 + 1
n( ) < 1

n ,

由本章第一节例 4 知,∑
∞

n = 1
ln 1 + 1

n( )发散,所以 ∑
∞

n = 1

1
n 也发散.

当 p < 1 时,由于
1
np > 1

n ,且 ∑
∞

n = 1

1
n 发散,所以 ∑

∞

n = 1

1
np发散.

当 p > 1 时,级数收敛.

事实上,将 1
np中的 n 换成 x,得函数

1
xp ,它在(0, + ∞ )上的图像如图 8 - 1 所示,此 p 级数

从第二项起的前 n 项和为
1
2p + 1

3p +… + 1
np ,恰为阴影的面积,该面积小于在区间[1,n]上曲

线y = 1
xp 所对应的面积,所以

图 8 - 1

Sn = 1 + 1
2p + 1

3p +… + 1
np

< 1 + ∫n1 1
xp dx = 1 + 1

1 - p
1

np - 1 - 1( )
< 1 + 1

p - 1.

可知{Sn}有上界,故 p > 1 时,级数收敛.

故 ∑
∞

n = 1

1
np ,当 p > 1 时收敛;当 p≤1 时发散.

(2)由于 lim
n→∞

sin 1
n

1
n

= 1,且 ∑
∞

n = 1

1
n 发散,由推论知 ∑

∞

n = 1
sin 1

n 发散.

(3)由于 lim
n→∞

1
2n2 + n + 1

1
n2

= 1
2 ,而 ∑

∞

n = 1

1
n2收敛,由推论知 ∑

∞

n = 1

1
2n2 + n + 1

收敛.
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　 　 二、比式判别法与根式判别法

定理 8. 5　 (比式判别法)设 ∑
∞

n = 1
an(an > 0),且 lim

n→∞

an + 1

an
= l,则

(1)当 l < 1 时,∑
∞

n = 1
an 收敛;

(2)当 l > 1 时,∑
∞

n = 1
an 发散.

定理 8. 6　 (根式判别法)设 ∑
∞

n = 1
an(an > 0),且 lim

n→∞

n an = l,则

(1)当 l < 1 时,∑
∞

n = 1
an 收敛;

(2)当 l > 1 时,∑
∞

n = 1
an 发散.

注:定理 8. 5 和定理 8. 6 均没有 l = 1 时的讨论,事实上,当 l = 1 时, ∑
∞

n = 1
an 可能收敛也

可能发散,例如 ∑
∞

n = 1

1
np ,求得 lim

n→∞

an + 1

an
= 1,lim

n→∞

n an = 1,但 p > 1 时收敛,p≤1 时发散.

例 2　 判别下列级数的敛散性.

(1) ∑
∞

n = 1

2n

n2 ;　 　 　 (2) ∑
∞

n = 1

n2

2n ;　 　 　 (3) ∑
∞

n = 1
1 + 1

n( )
n2

;　 　 　 (4) ∑
∞

n = 1
1 + 1

n( )
- n2

.

解　 (1)方法一:由于 lim
n→∞

an + 1

an
= lim

n→∞

2n + 1

(n + 1) 2

2n

n2

= lim
n→∞

2n2

(n + 1) 2 = 2 > 1,所以 ∑
∞

n = 1

2n

n2发散.

方法二: 由于 lim
n→∞

n an = lim
n→∞

2
n

2
n
= 2 > 1,所以 ∑

∞

n = 1

2n

n2发散.

(2)由(1),显然 lim
n→∞

an + 1

an
= 1

2 < 1 或 lim
n→∞

n an = 1
2 < 1( ),所以 ∑

∞

n = 1

n2

2n收敛.

(3)方法一:由于 ∑
∞

n = 1

n an = lim
n→∞

n

1 + 1
n( )

n2

= lim
n→∞

1 + 1
n( )

n

= e > 1,

所以级数 ∑
∞

n = 1
1 + 1

n( )
n2

发散.

方法二:由于 lim
n→∞

an + 1

an
= lim

n→∞

1 + 1
n + 1( )

(n + 1)2

1 + 1
n( )

n2 = e > 1,

所以级数 ∑
∞

n = 1
1 + 1

n( )
n2

发散.

说明:求这个极限较为复杂,有兴趣的同学可以在课下探讨一下.

(4)由(3),lim
n→∞

n an = 1
e < 1 或 lim

n→∞

an + 1

an
= 1

e < 1( ),所以级数 ∑
∞

n = 1
1 + 1

n( )
- n2

收敛.
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通过以上例题可见,选择比式与根式判别法时,对不同题目来说难易程度有很大差异.

1. 判断下列正项级数的敛散性.

(1) ∑
∞

n = 1

1
(n + 1)(n + 2);　 　 　 　 　 　 　 　 (2) ∑

∞

n = 1

n + 2
n(n + 1);

(3) ∑
∞

n = 1

1
n(n2 + 1)

; (4) ∑
∞

n = 1

1
1 + an(a > 0);

(5) ∑
∞

n = 1

1
a + bn(a,b > 0); (6) ∑

∞

n = 1
( n2 + a - n2 - a )(a > 0);

(7) ∑
∞

n = 1

n + 1
2n4 - 1

; (8) ∑
∞

n = 1
sin π

n2 ;

(9) ∑
∞

n = 1

1
(n - 1)!; (10) ∑

∞

n = 1

3n

n2·2n .

2. 试在(0, + ∞ )内讨论 x 在什么区间取值时,下列级数收敛.

(1) ∑
∞

n = 1

xn

n ; (2) ∑
∞

n = 1
n3 x

2( )
n

.

第三节　 任意项级数

一、交错级数及其敛散性的判别法

任意项级数敛散性的判别相对较复杂,本节只给出特殊任意项级数———交错级数的判

别法.

定义 8. 5　 设 an > 0(n = 1,2,…),则称

　 　 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1an = a1 - a2 + a3 -… + ( -1) n - 1an +… (8. 4)

为交错级数.

定理 8. 7　 (莱布尼茨判别法)设有交错级数 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1an 满足条件:

(1)an≥an + 1(n = 1,2,…),
(2) lim

n→∞
an = 0,

则交错级数 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1an 收敛,且其和 S≤a1 .

证明略.
例 1　 判别下列交错级数的敛散性.

(1) ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n ;　 　 　 　 　 (2) ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n
.
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解　 (1)因为 an = 1
n > 1

n + 1 = an + 1(n = 1,2,…),且 lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
n = 0.

由莱布尼茨判别法可得 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n 收敛.

(2) 因为 an = 1
n
> 1

n + 1
= an + 1(n = 1,2,…),且 lim

n→∞
an = lim

n→∞

1
n
= 0.

由莱布尼茨判别法可得 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n
收敛.

二、绝对收敛与条件收敛

定义 8. 6　 若级数 ∑
∞

n = 1
| an |收敛,则称级数 ∑

∞

n = 1
an 绝对收敛.

若级数 ∑
∞

n = 1
an 收敛,而级数 ∑

∞

n = 1
| an |发散,则称级数 ∑

∞

n = 1
an 条件收敛.

例如,∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n2绝对收敛,而 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n 条件收敛.

定理 8. 8　 若级数 ∑
∞

n = 1
an 绝对收敛,则 ∑

∞

n = 1
an 必定收敛.

例 2　 判定级数 ∑
∞

n = 1

sinn
3n 的敛散性.

解　 由于
sinn
3n ≤ 1

3n ,而等比级数 ∑
∞

n = 1

1
3n 收敛,所以 ∑

∞

n = 1

sinn
3n 收敛,由定理 8. 8 可得

∑
∞

n = 1

sinn
3n 收敛.

例 3　 证明级数 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 12n + 1

n2 是条件收敛的.

证明　 由于 ( - 1) n - 12n + 1
n2 = 2n + 1

n2 ,∑
∞

n = 1

2n + 1
n2 是正项级数,且 lim

n→∞

2n + 1
n2

1
n

= 2,而∑
∞

n = 1

1
n

发散,所以 ∑
∞

n = 1

2n + 1
n2 发散,故该级数非绝对收敛.

又 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 12n + 1

n2 = ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 12n

n2 + ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n2 ,而级数 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 2

n 与

∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n2均收敛,所以 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 12n + 1

n2 是收敛的.

综上所述,∑
∞

n = 1
( - 1) n - 12n + 1

n2 是条件收敛的.
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1. 在下列级数中,条件收敛的是(　 　 ) .

A. ∑
∞

n = 1
( - 1) n n

n + 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 B. ∑
∞

n = 1
( - 1) n 1

n

C. ∑
∞

n = 1
( - 1) n 1

n2 D. ∑
∞

n = 1

( - 1) n

n(n + 1)

2. 设常数 k > 0,则级数 ∑
∞

n = 1
( - 1) n k + n

n2 (　 　 ) .

A. 发散 B. 绝对收敛

C. 条件收敛 D. 收敛或发散与 k 的取值有关

3. 判断下列级数是否收敛,如果是收敛级数,指出其是绝对收敛还是条件收敛.

(1) ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

n
; (2) ∑

∞

n = 1

( - 1) n

n·2n ;

(3) ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 n

n + 1; (4) ∑
∞

n = 1
( - 1) n 2

3( )
n

;

(5) ∑
∞

n = 1

sin nπ
2
n3

; (6) ∑
∞

n = 1

cosna
n3 (a 是与 n 无关的常数);

(7) ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 n + 2

(n + 1) n
; (8) ∑

∞

n = 1
( - 1) n - 1 n

2n - 1.

4. 讨论级数 ∑
∞

n = 1
( - 1) n - 1 1

np的敛散性(p > 0) .

第四节　 幂级数

一、函数项级数的概念

前面讨论了数项级数,它的每一项均为常数,解决的问题是无穷个数的求和(和存在)问
题. 现在再考虑每一项都是函数的级数.

一般地,由定义在同一区间 I 内的函数序列构成的无穷级数

　 　 　 ∑
∞

n = 1
fn(x) = f1(x) + f2(x) +… + fn(x) +…(x∈I) (8. 5)

称为函数项级数.
例如,

∑
∞

n = 1

sinx
n2 = sinx

12 + sinx
22 +… + sinx

n2 +…(x∈R),

∑
∞

n = 1
xn - 1 = 1 + x + x2 +… + xn - 1 +…(x∈R),
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∑
∞

n = 0
anxn = a0 + a1x + a2x2 +… + anxn +…(x∈R),

均为定义在 R 内的函数项级数.

若 x0∈I,∑
∞

n = 1
fn(x0)(数值级数)收敛,称 x0 为函数项级数(8. 5)的收敛点.

若 x1∈I,∑
∞

n = 1
fn(x1)(数值级数)发散,称 x1 为函数项级数(8. 5)的发散点.

函数项级数(8. 5)的所有收敛点构成的集合称为函数项级数(8. 5)的收敛域,记作

D(D⊆I) . 所有发散点构成的集合称为函数项级数(8. 5) 的发散域. 在收敛域 D 内,对

∀x∈D,存在函数 f(x),使 f(x) = ∑
∞

n = 1
fn(x),称 f(x)为 ∑

∞

n = 1
fn(x)的和函数.

记 Sn(x) = ∑
n

i = 1
fi(x),则称 Sn(x)为 ∑

∞

n = 1
fn(x)的前 n 项部分和函数,从而有

lim
n→∞

Sn(x) = f(x),x∈D.

二、幂级数及其收敛半径

函数项级数中,最简单最常用的一类函数项级数是关于 x 或(x - a)的幂级数,分别表示

为

∑
∞

n = 0
anxn = a0 + a1x + a2x2 +… + axxn +…,　 　 　 　 　 　 　 　 (8. 6)

∑
∞

n = 0
an(x - a) n = a0 + a1(x - a) + a2(x - a) 2 +… + an(x - a) n +…,　 　 　 (8. 7)

其中 ai( i = 1,2,…)称为幂级数的系数.
在式(8. 7)中令 y = (x - a),可得到式(8. 6),故以下我们重点讨论式(8. 6) .
例如,

∑
∞

n = 1
nxn - 1 = 1 + 2x + 3x2 +… + nxn - 1 +…,

∑
∞

n = 1

xn

n = x + x2

2 + x3

3 +… + xn

n +…,

∑
∞

n = 1
xn - 1 = 1 + x + x2 +… + xn - 1 +…,

均为幂级数.

下面讨论幂级数的收敛性,首先,当 x = 0 时幂级数 ∑
∞

n = 0
anxn 一定收敛,即幂级数不会出

现对任何 x 都不收敛的情形;其次,幂级数的收敛域总是以原点为中心的对称区间,这一点

由下面的定理即可得出.

定理 8. 9　 (1)若幂级数 ∑
∞

n = 0
anxn 在 x0≠0 处收敛,则当 | x | < | x0 |时绝对收敛;

(2)若在 x1 处发散,则当 | x | > | x1 |时发散.

证明　 (1)由数项级数 ∑
∞

n = 0
anxn

0 收敛,故 有 lim
n→∞

anxn
0 = 0,于是存在一个正数 M,使得
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anxn
0 ≤M(n = 0,1,2,…),故对任意满足 | x | < | x0 |的 x,有

anxn = anxn
0

xn

xn
0

≤M x
x0

n

.

又 ∑
∞

n = 0
M x

x0

n
收敛,所以∑

∞

n = 0
anxn 收敛,∑

∞

n = 1
anxn 也收敛.

(2)已知级数 ∑
∞

n = 0
anxn

1 发散,且 | x | > | x1 | .

假设 ∑
∞

n = 0
anxn 收敛,则由(1) 知∑

∞

n = 0
anxn

1 也收敛,与已知矛盾,从而∑
∞

n = 0
anxn 发散.

由定理 8. 9(1)可以得出结论:如果一个幂级数在 x0≠0 处收敛,那么它就有一个以原点

为中心的对称收敛区间,即存在一个正数 R,当 | x | < R 时,幂级数绝对收敛;当 | x | > R 时,幂
级数发散(当 | x | = R 时可能收敛也可能发散) . 此时称 R 为幂级数的收敛半径. 当幂级数只

在 x = 0 处收敛时,记 R = 0. 当对∀x∈( -∞ , + ∞ ),幂级数均收敛时,记 R = + ∞ .
关于收敛半径有下列定理.

定理 8. 10 　 设有幂级数 ∑
∞

n = 0
anxn, 若 lim

n→∞

an+1

an

= l(或 lim
n→∞

n an = l), 则幂级数

∑
∞

n = 0
anxn 的收敛半径

R =

1
l ,0 < l < + ∞ ,

+ ∞ ,l = 0,
0,l = + ∞ .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

证明略.

例 1　 求幂级数 ∑
∞

n = 1

( - 1) nxn

n 的收敛域.

解　 由于 lim
n→∞

an + 1

an
= lim

n→∞

( - 1) n + 1

n + 1
( - 1) n

n

= lim
n→∞

n
n + 1 = 1,∴ R = 1.

又当 x = 1 时,∑
∞

n = 1

( - 1) n

n 是交错级数,收敛;当 x = - 1 时,∑
∞

n = 1

( - 1) n( - 1) n

n = ∑
∞

n = 1

1
n

发散.

故幂级数 ∑
∞

n = 1

( - 1) nxn

n 的收敛域为( - 1,1] .

例 2　 求幂级数 ∑
∞

n = 1

xn

n! 的收敛半径.

解　 由于

lim
n→∞

an + 1

an
= lim

n→∞

1
(n + 1)!

1
n!

= lim
n→∞

1
n + 1 = 0,
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于是收敛半径 R = + ∞ .

例 3　 求幂级数 ∑
∞

n = 1
nnxn 的收敛半径.

解　 由于 lim
n→∞

an + 1

an
= lim

n→∞

(n + 1) n + 1

nn = lim
n→∞

n + 1
n( )

n

(n + 1) = + ∞ ,

于是收敛半径 R = 0.

例 4　 求幂级数 ∑
∞

n = 1

1
n2 (x - 2) n 的收敛半径并讨论其收敛域.

解　 设 y = x - 2,则 ∑
∞

n = 1

1
n2 (x - 2) n = ∑

∞

n = 1

1
n2 y

n .

因为 lim
n→∞

an + 1

an
= lim

n→∞

1
(n + 1) 2

1
n2

= lim
n→∞

n
n + 1( )

2

= 1,即幂级数的收敛半径为 1.

又当 y = ± 1 时,∑
∞

n = 1

yn

n2收敛,所以 ∑
∞

n = 1

yn

n2的收敛域是[ - 1,1] .

于是,∑
∞

n = 1

1
n2 (x - 2) n 的收敛域是[1,3] .

三、幂级数的运算性质

在实际应用时,需要对幂级数进行加、减、乘、除以及求导、求积分等运算,下面介绍这类

性质.

设幂级数∑
∞

n = 0
anxn 与∑

∞

n = 0
bnxn 的收敛半径分别为 R1、R2,其和函数分别为 S1(x)、S2(x),

又设 R = min{R1,R2},则有如下性质.
性质 1　 加法与减法

∑
∞

n = 0
anxn ± ∑

∞

n = 0
bnxn = ∑

∞

n = 0
(an ± bn)xn = S1(x) ± S2(x) .

此时所得幂级数 ∑
∞

n = 0
(an ± bn)xn 的收敛半径为 R.

性质 2　 乘法

∑
∞

n = 0
anxn·∑

∞

n = 0
bnxn = S1(x)·S2(x) .

此时所得幂级数的收敛半径为 R.
性质 3　 连续性　 若 x0∈( - R1,R1),则

lim
x→x0

S1(x) = lim
x→x0

∑
∞

n = 0
anxn = ∑

∞

n = 0
an lim

x→x0
xn = ∑

∞

n = 0
anxn

0 .

性质 4　 逐项求导　 ∀x∈( - R1,R1),有

S′1(x) = ∑
∞

n = 0
anxn( )′ = ∑

∞

n = 1
nanxn-1 .

性质 5　 逐项积分　 ∀x∈( - R1,R1),有
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∫x0 S1( t)dt = ∫x0 ∑
∞

n = 0
an tndt = ∑

∞

n = 0
∫x0 an tndt = ∑

∞

n = 0

an

n + 1x
n+1 .

∀[a,b]⊂( - R1,R1),有

∫ba S1(x)dx = ∑
∞

n = 0
∫ba anxndx.

注　 求导或求积分后所得幂级数的收敛半径不变,但收敛域端点的敛散性可能改变. 利
用先求导再积分,或者是先积分再求导可以求某些幂级数的和函数.

例 5　 求下列幂级数的和函数.

(1) ∑
∞

n = 1
( - 1) n-1 xn

n ;　 　 　 　 　 　 　 (2) ∑
∞

n = 0
(n + 1)xn .

解　 (1) 不难得到它的收敛半径为 1. 设它的和函数是 S(x),即∀x∈( -1,1),有

S(x) = ∑
∞

n = 1
( - 1) n-1 xn

n = x - x2

2 + x3

3 - x4

4 + ….

逐项求导,有

S′(x) = 1 - x + x2 - x3 +… = 1
1 + x.

∀x∈( -1,1),对上式两端从 0 到 x 积分,得

∫x0 S′( t)dt = ∫x0 dt
1 + t = ln(1 + x) ,

即 S(x) - S(0) = ln(1 + x),又 S(0) = 0,于是 S(x) = ln(1 + x),即∀x∈( -1,1),有

ln(1 + x) = x - x2

2 + x3

3 - x4

4 +….

显然当 x = 1 时,有

ln2 = 1 - 1
2 + 1

3 - 1
4 +….

(2)不难得到它的收敛半径为 1. 设它的和函数是 S(x),即∀x∈( -1,1),有

S(x) = ∑
∞

n = 0
(n + 1)xn = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + ….

∀x∈( -1,1),对上式两端从 0 到 x 积分,得

∫x0 S( t)dt = ∫x0 dt + ∫
x

0
2tdt + ∫x0 3t2dt + …

　 = x + x2 + x3 +… = x
1 - x,

对上式两端求导,有

S(x) = 1
(1 - x) 2,

即∀x∈( -1,1),有
1

(1 - x) 2 = ∑
∞

n = 0
(n + 1)xn = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + ….
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1. 求下列幂级数的收敛域.

(1) ∑
∞

n = 0
nxn;　 　 　 (2) ∑

∞

n = 0

xn

n!;　 　 　 (3) ∑
∞

n = 0
n!xn;　 　 　 (4) ∑

∞

n = 1

xn

n(n + 1);

(5) ∑
∞

n = 1

xn

2nn2; (6) ∑
∞

n = 1

(x - 2) n-1

n
; (7) ∑

∞

n = 1

(x + 2) n

n·2n ; (8) ∑
∞

n = 1

2n

n (x - 1) n .

2. 求下列幂级数的和函数.

(1) ∑
∞

n = 1

x2n

2n( | x | < 1); (2) ∑
∞

n = 1
2nx2n - 1( | x | < 1) .

第五节　 函数的幂级数展开

在上一节的例 5 中,我们得到了幂级数的和函数是一个初等函数,下面要讨论的问题

是,给定一个函数可否把它表示成一个幂级数,因为幂级数是数学中最简单的一类函数,体
现了简单表示复杂的思想. 这种表示法的重要应用之一是函数值的近似计算,同时也为解决

函数问题提供一种新的方法.
一、麦克劳林公式

泰勒公式　 如果函数 f(x)在 x = x0 的某个邻域内有直到(n + 1)阶导数,则在这个邻域

内有公式

f(x) = f(x0) + f′(x0)(x - x0) +
f″(x0)
2! (x - x0) 2 +… +

f(n)(x0)
n! (x - x0) n + rn(x), (8. 8)

其中,

　 　 　 　 　 　 　 　 　 rn(x) = f(n + 1)(ξ)
(n + 1)!(x - x0) n + 1(ξ 介于 x 与 x0 之间), (8. 9)

称式(8. 9)为拉格朗日型余项,式(8. 8)为带有拉格朗日型余项的泰勒公式.
在式(8. 8)中,令 x0 = 0,得到,

f(x) = f(0) + f′(0)x + f″(0)
2! x2 +… + f(n)(0)

n! xn + rn(x),　 　 　 　 　 　 　 (8. 10)

其中,rn(x) = f(n +1)(θx)
(n +1)! xn +1(0 < θ <1),称式(8. 10)为带有拉格朗日型余项的麦克劳林公式.

式(8. 8)、式(8. 10)说明,任一函数只要有直到(n + 1)阶导数,就可等于某个 n 次多项

式与一个余项的和.
若 f(x)在 x = 0 的某邻域有任意阶导数,则称

f(0) + f′(0)x + f″(0)
2! x2 +… + f(n)(0)

n! xn +…　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (8. 11)

为 f(x)的麦克劳林级数.
这里有两个问题需要解决:
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(1) f(x)的麦克劳林级数是否收敛;
(2)若收敛是否收敛于 f(x) .
令级数(8. 11)的前(n + 1)项和为 Sn + 1(x),即

Sn + 1(x) = f(0) + f′(0)x + f″(0)
2! x2 +… + f(n)(0)

n! xn,

则级数(8. 11)收敛于 f(x)的条件为 lim
n→∞

Sn + 1(x) = f(x) .

于是,当 lim
n→∞

rn ( x) = 0 时,有 lim
n→∞

Sn + 1 ( x) = f ( x);反之,若 lim
n→∞

Sn + 1 ( x) = f ( x),必有

lim
n→∞

rn(x) = 0.

这说明,麦克劳林级数(8. 11)以 f(x)为和函数的充要条件是 lim
n→∞

rn(x) = 0. 这样得到函

数 f(x)的幂级数展开式,即

f(x) = f(0) + f′(0)x + f″(0)
2! x2 +… + f(n)(0)

n! xn +…. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (8. 12)

说明:(1) f(x)的幂级数表达式是唯一的(各阶导数值唯一);
(2) f(x)的定义域也是对应幂级数的收敛域.
若 f(x)在 x = x0 处存在任意阶导数且满足相应条件,则称

f(x) = f(x0) + f′(x0)(x - x0) +
f″(x0)
2! (x - x0) 2 +… +

f(n)(x0)
n! (x - x0) n +… (8. 13)

为 f(x)的泰勒级数.
在泰勒级数(8. 13)中,令 x0 = 0,即为麦克劳林级数(8. 12) . 所以下面重点讨论函数的

麦克劳林级数.
二、直接展开法

利用麦克劳林公式直接将函数展开成幂级数的方法,称为直接展开法.
例 1　 将函数 f(x) = ex 展开成麦克劳林级数.
解　 f(n)(x) = (ex) (n) = ex(n = 1,2,…),f(n)(0) = e0 = 1. 由式(8. 10),有

f(x) = ex = 1 + x + 1
2!x

2 +… + xn

n! + rn(x)(x∈R),

其中,rn(x) = eθx

(n + 1)!x
n + 1(0 < θ < 1) .

因为 θx≤| θx |≤ | x | ,所以有 eθx < e | x | ,因而有

rn(x) = eθx

(n + 1)! | x |
n + 1 < e | x |

(n + 1)! | x |
n + 1 .

注意到对任一确定的 x 值,e | x | 是一个确定的数,而级数

1 + x + 1
2!x

2 +… + xn

n! +…

是绝对收敛的,因此 lim
n→∞

| x | n + 1

(n + 1)! = 0,所以 lim
n→∞

e | x |

(n + 1)! | x |
n + 1 = 0. 从而 lim

n→∞
| rn(x) | = 0. 故

f(x) = ex = 1 + x + 1
2!x

2 +… + xn

n! +…(x∈R) .

例 2　 将正弦函数 f(x) = sinx 展开成麦克劳林级数.
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解　 由 f(n)(x) = (sinx) (n) = sin x + nπ
2( )(n = 1,2,…),可知

f(0) = 0,f′(0) = 1,f″(0) = 0,f‴(0) = - 1,…,f(2n)(0) = 0,f(2n + 1)(0) = ( - 1) n,
从而有

sinx = x - x3

3! + x5

5! -… + ( -1) n x2n + 1

(2n + 1)! + rn(x)(x∈R),

可以证明

lim
n→∞

rn(x) = lim
n→∞

sin θx + n + 1
2 π( )

(n + 1)! xn + 1 = 0(0 < θ < 1),

所以 sinx = x - x3

3! + x5

5! -… + ( -1) n x2n + 1

(2n + 1)! +…(x∈R) .

三、间接展开法

前面已经给出了函数
1

1 + x,e
x,sinx 的展开式,应用幂级数的性质还可以求出许多函数的

幂级数展开式. 这种求函数幂级数的方法称为间接展开法.
例 3　 将下列函数分别展开为麦克劳林级数.
(1) f(x) = ln(1 + x);　 　 　 (2)g(x) = cosx;　 　 　 (3)h(x) = arctanx.

解　 (1)因为 ln(1 + x) = ∫x0 1
1 + tdt,而

1
1 + x = 1 - x + x2 - x3 +…( | x | < 1),

将上式两边同时积分,得

ln(1 + x) = x - x2

2 + x3

3 - x4

4 +….

(2)因为(sinx) ′ = ∑
∞

n = 0

( - 1) n

(2n + 1)!x
2n+1[ ]

′
= ∑

∞

n = 0

( - 1) n

(2n)! x
2n(x ∈ R),所以

cosx = ∑
∞

n = 0

( - 1) n

(2n)! x
2n(x ∈ R) .

(3)因为(arctanx) ′ = 1
1 + x2,而

1
1 + x2的展开式可通过将

1
1 + x中的 x 换成 x2 得到

1
1 + x2 = 1 - x2 + x4 - x6 +…,

上式两边同时积分,得

arctanx = x - x3

3 + x5

5 -… + ( -1) n x2n + 1

2n + 1 +…( -1≤x≤1) .

例 4　 将 f(x) = (1 + x)ex 展开成 x 的幂级数.

解　 方法一:f(x) = ex + xex = 1 + x
1! + x2

2! +…( ) + x 1 + x
1! + x2

2! +…( )

= 1 + 1
1! + 1( )x + 1

2! + 1
1!( )x2 + 1

3! + 1
2!( )x3 +…

河
南
科
学
技
术
出
版
社



227　　

= 1 + ∑
∞

n = 1

n + 1
n! xn(x ∈ R) .

方法二:(1 + x)ex = (xex) ′,而

xex = x 1 + x
1! + x2

2! +…( ) = x + x2

1! + x3

2! + x4

3! +…,

所以(1 + x)ex = (xex) ′ = 1 + 2x
1! + 3x2

2! + 4x3

3! +… =1 + ∑
∞

n = 1

n + 1
n! xn(x ∈ R) .

例 5　 将函数 f(x) = 1
x2 + 3x + 2

展开成 x 的幂级数.

解　 f(x) = 1
(x + 1)(x + 2) = 1

x + 1 - 1
x + 2,而

1
1 + x = 1 - x + x2 - x3 +…( | x | < 1),

1
x + 2 = 1

2 · 1

1 + x
2

= 1
2 1 - x

2 + x
2( )

2

- x
2( )

3

+… + ( -1) n x
2( )

n

+…[ ]( | x | < 2),

因此 f(x) = 1
x + 1 - 1

x + 2

= (1 - x + x2 - x3 +…) - 1
2 1 - x

2 + x
2( )

2

- x
2( )

3

+… + ( -1) n x
2( )

n

+…[ ].

= 1
2 - 1 - 1

4( )x + 1 - 1
8( )x2 - 1 - 1

16( )x3 +…

= 1
2 - 22 - 1

22 x + 23 - 1
23 x2 -… + ( -1) n 2n + 1 - 1

2n + 1 xn +…( | x | < 1) .

利用间接展开法,将下列函数展开成 x 的幂级数,并求其收敛区间.

(1)sin x
2 ; 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) 1

3 + 2x;

(3)shx = ex - e - x

2 ; (4)(1 + x)ln(1 + x) .

第六节　 傅里叶级数

一、三角函数系与三角级数

简谐振动的函数

图 8 - 2

y = Asin(ωt + φ)

是一个以
2π
ω 为周期的正弦函数,其中 y 表示动点的位置,t

表示时间,A 为振幅,ω 为角频率,φ 为初相.
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在实际问题中,还会遇到一些更复杂的周期函数,如电子技术中常用周期为 T 的矩形

波,如图 8 - 2 所示.
如何深入研究非正弦周期函数呢? 联系到前面介绍过的用函数的幂级数展开式表示并

讨论函数,我们也想将周期函数展开成由简单的周期函数(例如三角函数)组成的级数,具体

来说,将周期为 T = 2π
ω 的周期函数用一系列三角函数组成的级数来表示,并记为

f( t) = A0 + ∑
∞

n = 1
Ansin(nωt + φn) ,　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (8. 14)

其中,A0,An,φn(n = 1,2,3,…)都是常数.
将周期函数按上述方式展开,它的物理意义是很明确的,就是把一个复杂的周期运动看

成是许多不同频率的简谐振动的叠加,在电工学上这种展开称为谐波分析.
为了讨论方便,将 Ansin(nωt + φn)变形为

Ansin(nωt + φn) = Ansinφncosnωt + Ancosφnsinnωt,

并且令
a0

2 = A0,an = Ansinφn,bn = Ancosφn,ωt = x,则式(8. 14)右端的级数就可改写为

a0

2 + ∑
∞

n = 1
(ancosnx + bnsinnx) . 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (8. 15)

一般地,形如式(8. 15) 的级数叫作三角级数,其中 a0,an,bn(n = 1,2,…)都是常数.
与讨论幂级数类似,也需要讨论三个问题:
(1)式(8. 15)的收敛问题.
(2)函数 f(x)满足什么条件时,可以展成三角级数;展成三角级数收敛时和 f(x)的关

系.
(3)若能展成三角级数,如何求级数中的系数 a0,an,bn .
首先介绍三角函数系的正交性.
函数序列:

1,cosx,sinx,cos2x,sin2x,…,cosnx,sinnx,…　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (8. 16)
称为三角函数系,2π 是这个三角函数系中每个函数的周期. 讨论三角函数系(8. 16)只需选

取一个长度为 2π 的区间即可,通常选取[ - π,π] .
三角函数系具有下列性质(m,n 是任意非负整数):

∫π-πsinmxsinnxdx = 0,m ≠ n,
π,m = n ≠0;{

∫π-πsinmxcosnxdx = 0;

∫π-πcosmxcosnxdx = 0,m ≠ n,
π,m = n ≠0.{

即三角函数系(8. 16)中任意两个不同函数之积在[ - π,π]内的定积分都是 0,而每个函数

的平方在[ - π,π]的定积分不是 0. 这个性质称为三角函数系(8. 16)的正交性.
二、傅里叶级数

为了求得系数 a0,an,bn 的计算公式,先假设函数 f(x)在区间[ - π,π]上能展成三角级

数式(8. 15)或三角级数式(8. 15)在区间[ - π,π]上收敛于函数 f(x),即

河
南
科
学
技
术
出
版
社



229　　

f(x) =
a0

2 + ∑
∞

n = 1
(ancosnx + bnsinnx) . 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (8. 17)

对式(8. 17)两端在[ - π,π]上积分,再利用正交性,可得

　 　 　 　 　 　 　 　 a0 = 1
π ∫

π

-π
f(x)dx, (8. 18)

　 　 　 　 　 　 　 　 an = 1
π ∫

π

-π
f(x)cosnxdx(n = 1,2,…), (8. 19)

　 　 　 　 　 　 　 　 bn = 1
π ∫

π

-π
f(x)sinnxdx(n = 1,2,…) . (8. 20)

由此可见,如果函数 f(x)在区间[ - π,π]上能展成三角级数式(8. 15),其系数 a0,an,bn

将由 f(x)确定.
注意到 n = 0 时,式(8. 19)即为式(8. 18) . 因此有:

定义 8. 7　 若函数 f(x)在[ - π,π]上可积,则称

　 　 　 　 　 　 　 　 an = 1
π ∫

π

-π
f(x)cosnxdx(n = 0,1,2,…), (8. 21)

　 　 　 　 　 　 　 　 bn = 1
π ∫

π

-π
f(x)sinnxdx(n = 1,2,…) (8. 22)

为傅里叶系数. 由傅里叶系数组成的式(8. 15)称为傅里叶级数,常表示为

f(x) =
a0

2 + ∑
∞

n = 1
(ancosnx + bnsinnx) .

关于函数展开成傅里叶级数的条件及其收敛性问题,我们不加证明地给出如下定理:
收敛定理　 若周期为 2π 的周期函数 f(x)满足条件:
(1)在区间[ - π,π]内连续或只有有限个第Ⅰ类间断点,
(2)在区间[ - π,π]内只有有限个极值点,

则函数 f(x)的傅里叶级数收敛,且当 x 是连续点时,级数收敛于 f(x),即

f(x) =
a0

2 + ∑
∞

n = 1
(ancosnx + bnsinnx);

当 x = x0 是间断点时,级数收敛于
f - (x0) + f + (x0)

2 ,即

f - (x0) + f + (x0)
2 =

a0

2 + ∑
∞

n = 1
(ancosnx + bnsinnx) .

两个结论可以理解为 x 是连续点时收敛于函数本身,x 是间断点时收敛于该点左、右极

限的平均数.
例 1　 f(x)是周期为 2π 的周期函数,它在( - π,π]上的表达式为

f(x) =
0, - π < x≤0,
a,0 < x≤π,{

将 f(x)展开成傅里叶级数.

解 　 a0 = 1
π ∫

π

-π
f(x)dx = 1

π ∫
π

0
adx = a,
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an = 1
π ∫

π

-π
f(x)cosnxdx = 1

π ∫
π

0
acosnxdx

= a
nπsinnx

π

0
= 0(n = 1,2,…),

bn = 1
π ∫

π

-π
f(x)sinnxdx = 1

π ∫
π

0
asinnxdx

= - a
nπcosnx

π

0
= a
nπ[1 - ( - 1) n] =

2a
nπ,n 为奇数,

0,n 为偶数,
{

所以

f(x) = a
2 + 2a

π sinx + sin3x
3 +… + sin(2n + 1)x

2n + 1 +…[ ](0 < | x | < π) .

当 x = 0 时,傅里叶级数收敛于

f - (0) + f + (0)
2 = 0 + a

2 = a
2 ;

当 x = ± π 时,由周期性,傅里叶级数收敛于

f + ( - π) + f - (π)
2 = 0 + a

2 = a
2 .

傅里叶级数的和函数是以 2π 为周期的周期函数,如图 8 - 3 所示.

图 8 - 3

例 2　 将函数 f(x) = x2 在(0,2π]上展开成傅里叶级数.

解　 a0 = 1
π ∫

2π

0
f(x)dx = 1

π ∫
2π

0
x2dx = 8π2

3 ,

an = 1
π ∫

2π

0
f(x)cosnxdx = 1

π ∫
2π

0
x2cosnxdx

= - 2
nπ∫

2π

0
xsinnxdx = 4

n2 ,

bn = 1
π ∫

2π

0
f(x)sinnxdx = 1

π ∫
2π

0
x2sinnxdx

= - 4π
n + 2

nπ∫
2π

0
xcosnxdx = - 4π

n ,

于是 x2 = 4
3 π2 + 4 ∑

∞

n = 1

cosnx
n2 - πsinnx

n( )(0 < x < 2π) .

当 x = 0 或 2π 时,由周期性,傅里叶级数收敛于

f + (0) + f - (2π)
2 = 0 + 4π2

2 = 2π2 .
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傅里叶级数的和函数是以 2π 为周期的周期函数,如图 8 - 4 所示.

图 8 - 4

三、奇偶函数的傅里叶级数

1. 奇函数的傅里叶级数

若 f(x)是以 2π 为周期的奇函数,则 f(x)sinnx 是偶函数,f(x)cosnx 是奇函数. 于是,函
数 f(x)的傅里叶系数

an = 1
π ∫

π

-π
f(x)cosnxdx = 0(n = 0,1,2,…),

bn = 1
π ∫

π

-π
f(x)sinnxdx = 2

π ∫
π

0
f(x)sinnxdx(n = 1,2,…) .

显然,奇函数的傅里叶级数只含有正弦函数的项,亦称正弦级数.
2. 偶函数的傅里叶级数

若 f(x)是以为 2π 周期的偶函数,则 f(x)cosnx 为偶函数,f(x)sinnx 为奇函数. 于是,函
数 f(x)的傅里叶系数

an = 1
π ∫

π

-π
f(x)cosnxdx = 2

π ∫
π

0
f(x)cosnxdx(n = 0,1,2,…),

bn = 1
π ∫

π

-π
f(x)sinnxdx = 0(n = 1,2,…) .

显然,偶函数的傅里叶级数只含有余弦函数的项,亦称余弦级数.
例 3　 将 f(x) = x 在( - π,π)上展开成傅里叶级数.
解　 f(x) = x 在( - π,π)上是奇函数,有
an = 0,

bn = 2
π ∫

π

0
xsinnxdx = ( - 1) n+1 2

n ,

于是,x = 2 sinx
1 - sin2x

2 + sin3x
3 -…( )( | x | < π) .

特别地,当 x = π
2 时,有

π
4 = ∑

∞

n = 1

( - 1) n+1

2n - 1 = 1 - 1
3 + 1

5 - 1
7 + ….

例 4　 将 f(x) = | x |在[ - π,π]上展开成傅里叶级数.
解　 函数 f(x) = | x |在[ - π,π]上是偶函数,有

a0 = 2
π ∫

π

0
xdx = π,

an = 2
π ∫

π

0
xcosnxdx = 2

πn2[( - 1) n - 1] =
- 4

πn2,n 为奇数,

0,n 为偶数,
{
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bn = 0,

于是 | x | = π
2 - 4

π
cosx + cos3x

32 + cos5x
52 +…( )( | x |≤π) .

特别地,当 x = π 时,有
π2

8 = ∑
∞

n = 1

1
(2n - 1) 2 = 1 + 1

32 + 1
52 + 1

72 + … .

将下列周期为 2π 的周期函数 f(x)展开成傅里叶级数,其中 f(x)在[ - π,π]上的表达

式为:

(1) f(x) = π - x
2 ;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) f(x) = 3x2 + 1;

(3) f(x) =

0, - π≤x < - π
2 ,

1, - π
2 ≤x < π

2 ,

0,π
2 ≤x < π;

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(4) f(x) =
π,　 - π≤x < 0,
x,　 0≤x < π.{

1. 写出下列级数的一般项.

(1) 2
1 - 3

2 + 4
3 - 5

4 + 6
5 -…;　 　 　 　 (2)1 + 1·3

1·4 + 1·3·5
1·4·7 + 1·3·5·7

1·4·7·10 +….

2. 用级数和定义求 ∑
∞

n = 1

1
(3n - 2)(3n + 1) .

3. 利用级数的基本性质及几何级数、调和级数的收敛性判定下列级数的收敛性.

(1) 1
3 + 1

6 + 1
9 + 1

12 +…; (2)ln22 + ln22
22 + ln32

23 +…;

(3) ∑
∞

n = 0

1
6n + 8n

9n( ).

4. 判定下列级数的收敛性.

(1) ∑
∞

n = 1

1 + n
1 + n2;　 　 　 　 　 (2) ∑

∞

n = 1

1
(n + 1)3n+1;　 　 　 　 　 (3) ∑

∞

n = 1

n!
10n;

(4) ∑
∞

n = 1
n2sin π

2n ; (5) ∑
∞

n = 1

2·5·…·(3n - 1)
1·5·…·(4n - 3); (6) ∑

∞

n = 1

3n·n!
nn ;

(7) ∑
∞

n = 1

ncos2 nπ3
2n .

5. 判定下列级数收敛性,若收敛,是绝对收敛还是条件收敛.

(1) ∑
∞

n = 1

( - 1) n

n
;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) ∑

∞

n = 1

2( - 1) n + 1
n n

;
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(3) ∑
∞

n = 1
( - 1)

n(n-1)
2 n10

2n ; (4) ∑
∞

n = 1
( - 1) n ln 1 + 1

n( ).

6. 求下列幂级数的收敛域及其和函数:

(1) ∑
∞

n = 0

x2n+1

2n + 1; (2) ∑
∞

n = 0
(2n + 1)xn,并计算∑

∞

n = 0

2n + 1
2n 之和.

7. 将下列函数展开为 x 的幂级数(麦克劳林级数),并指出收敛域:

(1) 1
(1 + x) 2; (2)sin2x.

数学实验

一、求和与求积

求有限和、无穷和、积的函数是:

Sum[f,{i,imin,imax}] 求 ∑
imax

i = imin

f( i),其中 imin可以是 - ∞ ,imax可以是 + ∞ ,但必须满足

imin≤imax .
Sum[f,{i,imin,imax},{j,jmin,jmax},…] 求多重和.

Product[f,{i,imin,imax}] 求 ∏
imax

i = imin

f( i) .

Product[f,{i,imin,imax},{j,jmin,jmax},…] 求多重积.
在计算时也可以不输入函数,而通过基本输入模板来求.
例 1　 求下列级数的和与积.

(1) ∑
n

k = 1
k2;　 　 　 (2) ∑

∞

k = 1

1
k2 ;　 　 　 (3) ∑

∞

k = 1

1
k ;　 　 　 (4) ∏

∞

k = 1
e

1
k2 .

解　 In[1]: = Sum[k^2,{k,1,n}]

Out[1]: = 1
6 n(1 + n)(1 + 2n)

In[2]: = ∑
∞

k = 1
1 / k^2

Out[2]: = π2

6

In[3]: = ∑
∞

k = 1
1 / k

Sum::div:Sum does not converge.

Out[3]: = ∑
∞

k = 1

1
k

In[4]: = ∏
∞

k = 1
Exp[1 / k^2];
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Out[4]: = e
π2
6

说明:对于发散的级数,Mathematica 给出提示无法求出结果,并将原输入式输出.
二、将函数展开成幂级数

格式为:
Series[f,{x,x0,n}]　 　 　 　 　 　 　 　 将函数 f(x)在 x0 处展成幂级数直到 n 次项为止

Series[f,{x,x0,n},{ y,y0,m }] 将函数 f(x,y)先对 y 后对 x 展开

Normal[expr] 将幂级数 expr 去掉余项转换成多项式

SeriesCoefficient[expr,n] 找出幂级数 expr 的 n 次项系数

例 2　 将函数 y = arcsinx 展开成幂级数.
解　 In[1]: = Series[Arcsin[x],{x,0,9}]

Out[1]: = x + x3

6 + 3x5

40 + 5x7

112 + 35x9

1152 + O[x] 10

In[2]: = Normal[% ]

Out[2]: = x + x3

6 + 3x5

40 + 5x7

112 + 35x9

1152
In[3]: = SeriesCoefficient[%1,5]

Out[3]: = 3
40

数学史话　 麦克劳林(1698—1746),英国数学家. 1719 年,麦克劳林在伦敦访问时

见到了牛顿,从此便成为牛顿的门生. 21 岁时发表了第一本重要著作———《构造几何》,
在这本书中描述了作圆锥曲线一些新的巧妙方法,精辟地讨论了圆锥曲线及高次平面

曲线的种种性质. 1742 年撰写的《流数论》以泰勒级数作为基本工具,是对牛顿的流数

法作出符合逻辑的、系统解释的第一本书.
泰勒(1685—1731),英国数学家. 他以微积分学中将函数展开成无穷级数的定理著

称于世. 这条定理大致可以叙述为:函数在一个点的邻域内的值可以用函数在该点的值

及各阶导数值组成的无穷级数表示出来. 泰勒定理的严格证明是在定理诞生一个世纪

之后,由柯西给出的.
傅里叶(1768—1830),法国人. 1822 年,傅里叶出版了专著《热的分析理论》 . 这部

经典著作将欧拉、伯努利等人在一些特殊情形下应用的三角级数方法发展成内容丰富

的一般理论,三角级数后来就以傅里叶的名字命名. 傅里叶应用三角级数求解热传导方

程,同时为了处理无穷区域的热传导问题又导出了现在所称的“傅里叶积分”,这一切都

极大地推动了偏微分方程边值问题的研究.
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第九章　 向量代数与空间解析几何

空间解析几何的建立与平面解析几何类似,通过建立坐标系使几何上的点与代数上的

有序数组一一对应,空间图形与代数方程一一对应,从而把几何问题转化为代数问题来研

究. 平面解析几何是一元函数微积分的基础,而空间解析几何则是多元函数微积分的基础,
而且在工程技术等领域也有着广泛的应用.

本章首先建立空间直角坐标系,引入向量的概念,然后以向量为工具讨论空间的平面与

直线、曲面与曲线等有关的问题,最后讨论二次曲面.

第一节　 空间直角坐标系

一、空间直角坐标系

在空间中取定一点 O,过点 O 作三条具有相同长度单位,且两两互相垂直的数轴 x 轴、y
轴和 z 轴,这样就建立了空间直角坐标系 O - xyz. 点 O 称为坐标原点,x 轴、y 轴和 z 轴统称

为坐标轴,又分别叫作横轴、纵轴和竖轴. 通常规定 x 轴、y 轴和 z 轴的正向要遵循右手法则,

即用右手握住 z 轴,当右手的 4 个手指从正向 x 轴以
π
2 角度转向正向 y 轴时,大拇指的指向

就是 z 轴的正向,如图 9 - 1 所示.

图 9 - 1 　 　 　 　 　 　 　
图 9 - 2

取定了空间直角坐标系以后,来建立空间中的点与有序数组之间的对应关系. 设点 M
为空间一点,过点 M 分别作垂直于 x 轴、y 轴和 z 轴的平面,它们与 3 条坐标轴的交点分别为

P,Q,R. 设点 P,Q,R 在 3 个坐标轴上的坐标分别为 x,y,z,则有序数组(x,y,z)由点 M 唯一

确定;反之,对于给定的有序数组(x,y,z),在 x 轴、y 轴和 z 轴上分别取坐标为 x,y 和 z 的点

P,Q,R,再过点 P,Q,R 分别作垂直于 x 轴、y 轴和 z 轴的 3 个平面,它们相交于一点 M,则点

M 被有序数组(x,y,z)唯一确定,如图 9 - 2 所示.
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有序数组(x,y,z)称为点 M 的坐标,记为 M(x,y,z) . x,y,z 依次称为点 M 的横坐标、纵
坐标和竖坐标. 由任意两条坐标轴确定的平面称为坐标平面,简称为坐标面. 由 x 轴和 y 轴,
y 轴和 z 轴,z 轴和 x 轴所确定的坐标面分别叫作 xOy 面、yOz 面和 zOx 面. 这 3 个坐标面把空

间分为 8 个部分,每个部分称为一个卦限,依次叫作第一卦限至第八卦限. 8 个卦限中,点的

坐标有如下特点:

图 9 - 3

第一卦限 x > 0,y > 0,z > 0;
第二卦限 x < 0,y > 0,z > 0;
第三卦限 x < 0,y < 0,z > 0;
第四卦限 x > 0,y < 0,z > 0;
第五卦限 x > 0,y > 0,z < 0;
第六卦限 x < 0,y > 0,z < 0;
第七卦限 x < 0,y < 0,z < 0;
第八卦限 x > 0,y < 0,z < 0.
从上面的坐标特点容易看到,第一卦限至第四卦限在 xOy 面的上方,第五卦限至第八卦

限在 xOy 面的下方,都是按逆时针方向排定. 第五卦限在第一卦限的下面,如图 9 - 3 所示.
二、空间两点间的距离

图 9 - 4

设点 M1 ( x1,y1,z1)和 M2 ( x2,y2,z2)是空间两点,过
M1,M2 分别作垂直于 3 条坐标轴的平面,这 6 个平面围成

一个以 M1M2 为对角线的长方体,如图 9 - 4 所示.
从图 9 - 4 看出,该长方体的各棱长分别为:

x2 - x1 , y2 - y1 , z2 - z1 .
由立体几何知识,长方体对角线长的平方等于 3 条棱

长的平方和,于是有

|M1M2 | 2 = (x2 - x1) 2 + (y2 - y1) 2 + ( z2 - z1) 2,
所以点 M1 和 M2 间的距离为

|M1M2 | = (x2 - x1) 2 + (y2 - y1) 2 + ( z2 - z1) 2 . 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 1)
例 1　 求点 M1(1,0, - 1),M2(3, - 2,1)之间的距离.
解　 由式(9. 1)得

|M1M2 | = (3 - 1) 2 + ( - 2 - 0) 2 + [1 - ( - 1)] 2 = 2 3.
例 2　 在 y 轴上求与点 M1(1,2,3)和 M2(2,3,2)等距离的点的坐标.
解　 设所求点为 M(0,y,0),则有 |M1M | 2 = |M2M | 2,即

12 + (2 - y) 2 + 32 = 22 + (3 - y) 2 + 22,

解出 y = 3
2 ,从而所求点为 M 0, 3

2 ,0( ).

1. 在空间直角坐标系中,指出下列各点在哪个卦限.
A(2, - 1,3),B(3,4, - 1),C(1, - 4, - 6),D( - 3, - 2,4) .
2. 在空间直角坐标系中,作出点 A( - 2,3,1)和点 B(1, - 2,3)并写出它们:
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(1)关于各坐标面对称的点的坐标;
(2)关于各坐标轴对称的点的坐标;
(3)关于原点对称的点的坐标.
3. 求点 M(4, - 3,5)到下列各位置的距离.
(1)坐标原点;
(2)各坐标轴;
(3)各坐标面.
4. 在 z 轴上求与点 A( - 4,1,7)和 B(3,5, - 2)等距离的点.
5. 在 xOy 坐标面上找一点,使它的 x 轴坐标为 1,且与点(1, - 2,2)和点(2, - 1, - 4)等

距离.
6. 试证以 A(4,3,1),B(7,1,2),C(5,2,3)为顶点的三角形是等腰三角形.

第二节　 向量及其线性运算　 向量的坐标表示式

一、向量的概念

在现实生活中,经常会遇到两种量:一种是只有大小没有方向的量,叫作数量或标量,如
质量、密度、时间、温度等;另一种是既有大小又有方向的量,叫作向量或矢量,如速度、加速

度、力、位移等.
我们用有向线段来表示向量,有向线段的始点和终点分别叫作向量的始点和终点,有向

线段的方向表示向量的方向,而有向线段的长度表示向量的大小. 始点是 A,终点是 B 的向

量记为AB→,在手写时常用带箭头的小写字母a
→
,b

→
, c

→
,…,而在印刷时常常用黑体字母 a,b,i,

…来表示向量. 始点在原点 O,终点在点 M 的向量OM→称为点 M 的向径,记为 r.
向量的大小叫作向量的模,也称为向量的长度. 向量AB→的模记为 | AB→| . 模为 1 的向量叫

作单位向量;模为零的向量叫作零向量,记为 0,它是始点与终点重合的向量,零向量的方向

不定,或者为任意的.
由于向量是由大小和方向所确定的,因此,只要两个向量 a 和 b 的大小相等,方向相同,

就称 a 与 b 相等,记为 a = b. 向量相等的概念是在不考虑向量的起点在何处的前提下给出

的,即一个向量可以在空间任意地平行移动,这种向量称为自由向量. 与 a 大小相等,方向相

反的向量叫作 a 的负向量,记为 - a.
方向相同或相反的两个向量 a 与 b 称为平行向量,记为 a∥b. 由于零向量的方向是任意

的,因此可以认为零向量与任何向量都平行. 由于平行的向量经平移后能放置在同一条直线

上,所以平行向量又称为共线向量.

图 9 - 5

下面给出两个向量夹角的概念. 设给定两个非零向量 a 和

b,将向量 a 或 b 平移,使它们的始点重合,它们所在的射线之间

的夹角 θ(0≤θ≤π)称为向量 a 和 b 的夹角,如图 9 - 5 所示,记
为∠(a,b) . 当 a 和 b 中有一个是零向量时,规定它们的夹角可
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以在[0,π]中任意取值,当∠(a,b) = π
2 时称为向量 a 与 b 垂直,记为 a⊥b.

二、向量的线性运算

1. 向量的加减法

定义 9. 1　 对于给定的向量 a 和 b,在平面上取一点 A,作向量AB→ = a,BC→ = b,那么

向量 c = AC→称为向量 a 与 b 的和向量,记为 a + b,即 c = a + b.

如图 9 - 6 所示.

图 9 - 6 　 　 　
图 9 - 7

这种求向量和的方法称为向量加法的三角形法则. 另外,向量的加法还有如下等价的平

行四边形法则,即对于给定的向量 a 和 b,从一点 A 出发,作向量AB→ = a,AC→ = b ,再以 AB 和

AC 为邻边作平行四边形 ABDC,那么向量 c = AD→就是向量 a 与 b 的和向量,如图 9 - 7 所示.
向量的加法运算满足如下规律,即对于任意向量 a,b,c 有

(1)交换律: a + b = b + a;
(2)结合律:(a + b) + c = a + (b + c) .

定义 9. 2　 当向量 b 与向量 c 的和等于向量 a,即 b + c = a 时,把向量 c 叫作向量 a
与 b 的差,记作 c = a - b.

根据减法的定义可知,a - b 就是以 a,b 为邻边的平行四边形中由 b 的终点指向 a 的终

点的向量,如图 9 - 7 所示.
2. 数与向量的乘积

定义 9. 3　 实数 λ 与向量 a 的乘积是一个向量,记为 λa,它的模是 | λa | = | λ | | a | ;
λa 的方向,当 λ > 0 时与 a 相同,当 λ < 0 时与 a 相反.

从这个定义可以知道,当 λ = 0 或 a = 0 时, |λa | = | λ | | a | = 0,所以 λa = 0,这时就不必

讨论它的方向了. 当 λ = - 1 时,( - 1)a 就是 a 的负向量,因此我们常常把( - 1) a 简写为

- a. 由定义还可知道,当 a≠0 时,与 a 同方向的单位向量是 a0 = a
| a | .

数与向量的乘积满足以下运算规律,即对于任意实数 λ,μ,向量 a,b 有

(1)结合律:λ(μa) = (λμ)a;
(2)第一分配律:(λ + μ)a = λa + μa;
(3)第二分配律:λ(a + b) = λa + λb.
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定理 9. 1　 设向量 a≠0,则向量 b 平行于向量 a 的充分必要条件是存在唯一的实

数 λ,使得 b = λa.

证明从略.
例 1　 设 u = 2a + 3b - c,v = a - 2b + 5c,试用 a,b,c 表示向量 3u - 2v.
解　 根据向量的加法和数量与向量乘积满足的运算规律,有
　 　 　 　 　 　 　 　 3u - 2v = 3(2a + 3b - c) - 2(a - 2b + 5c)

= 6a + 9b - 3c - 2a + 4b - 10c
= 4a + 13b - 13c.

例 2　 如图 9 - 8 所示,设 D,E 是△ABC 的边 BC 的三等分点,AB→ = m,AC→ = n,试用 m,n
表示AD→,AE→.

图 9 - 8

解　 由三角形法则,BC→ = n -m,

又由数与向量乘积定义BD→ = 1
3 BC→ = 1

3 (n -m),

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 CE→ = 1
3 CB→ = 1

3 (m - n) .

在△ABD 与△AEC 中,由三角形法则得

AD→ = AB→ + BD→,AE→ = AC→ + CE→,

所以AD→ =m + 1
3 (n -m) = 1

3 (2m + n),

AE→ = n + 1
3 (m - n) = 1

3 (m + 2n) .

三、向量的坐标表示式

在空间直角坐标系中,与 x 轴、y 轴和 z 轴同方向的单位向量分别记为 i,j,k,通常称它

们为基本单位向量. 下面来讨论空间内任一向量如何用基本单位向量来表示.
先来讨论空间内一点 M(x,y,z)的向径OM→与基本单位向量之间的关系. 过点 M 分别作

与 3 条坐标轴垂直的平面,与 x 轴、y 轴和 z 轴分别交于点 P,Q,R,如图 9 - 9 所示. 根据向量

的加法,有
OM→ = OP→ + OQ→ + OR→.

因为向量OP→,OQ→,OR→分别平行于基本单位向量 i,j,k,则由定理 9. 1 易知

OP→ = xi,PA→ = OQ→ = yj,AM→ = OR→ = zk,
于是有

OM→ = OP→ + PA→ + AM→ = xi + yj + zk. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 2)
式(9. 2)称为点 M(x,y,z)的向径OM→的坐标表示式. 其中 xi,yj,zk 分别称为向量OM→在 x

轴、y 轴、z 轴上的分向量,x,y, z 分别称为向量OM→在 x 轴、y 轴、 z 轴上的射影,分别记为

(OM→) x,(OM
→) y,(OM

→) z,即(OM→) x = x,(OM→) y = y,(OM→) z = z. 注意向量的射影是数量而不是

向量.
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图 9 - 9 　 　 　 　 　 　 　
图 9 - 10

现在来讨论任一向量与基本单位向量之间的关系. 设向量 a =M1M2
→

的始点、终点坐标分

别是 M1(x1,y1,z1)和 M2(x2,y2,z2),由图 9 - 10 可知

a =M1M2
→ = OM2

→ - OM1
→.

而OM1
→ = x1 i + y1 j + z1k,OM2

→ = x2 i + y2 j + z2k,
于是 a =M1M2

→ = (x2 i + y2 j + z2k) - (x1 i + y1 j + z1k)
= (x2 - x1) i + (y2 - y1) j + ( z2 - z1)k.

我们称M1M2
→ = (x2 - x1,y2 - y1,z2 - z1)为向量 a 的坐标表示式,有序数组(x2 - x1,y2 -

y1,z2 - z1)称为向量 a 的坐标. 由此可知,空间任一向量的坐标等于其终点坐标减去始点坐

标.
有了向量的坐标表示式后,就可以用向量的坐标进行向量的线性运算. 设有两个向量

a = x1 i + y1 j + z1k,b = x2 i + y2 j + z2k,由向量的线性运算知

a ± b = (x1 ± x2) i + (y1 ± y2) j + ( z1 + z2)k,λa = λx1 i + λy1 j + λz1k,
即 a ± b = (x1 ± x2,y1 ± y2,z1 ± z2),λa = (λx1,λy1,λz1) .

这说明,两向量和与差的坐标等于这两个向量对应坐标的和与差,数乘向量的坐标等于

这个数与向量对应坐标的乘积.

1. 已知向量 a = i - j + 2k 的始点为( - 1,0,1),求向量 a 的终点坐标.
2. 设 u = a - b + 2c,v = - a + 3b - c,试用 a,b,c 表示 2u - 3v.
3. 试用向量证明:三角形两边中点的连线平行且等于第三边的一半.
4. 已知向量 a = (1, - 1,2),b = (0,1,3),c = (2,2, - 2),求
(1)a - 2b + 3c;
(2)ma + nb(m,n 为常数) .
5. 求平行于向量 a = (6,7, - 6)的单位向量.
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第三节　 两向量的数量积与向量积

一、向量的数量积

图 9 - 11

在物理学中,我们知道一个物体在恒力 f 的作用下沿直线运

动,产生了位移 s,那么这个力 f 所做的功为

W = | f | | s | cosθ,
其中 θ 为 f 和 s 的夹角,如图 9 - 11 所示. 这里的功 W 是由向量 f
和 s 按上式确定的一个数. 类似的情况在其他问题中也会经常遇

到,为此,我们给出如下定义.

定义 9. 4　 两个向量 a 与 b 的模和它们夹角的余弦的乘积叫作向量 a 与 b 的数量

积(也称内积或点积),记为 a·b,即
a·b = | a | | b | cos∠(a,b) .

从向量的数量积的定义可以看出,两个向量的数量积是一个数量而不是向量. 特别地,
当两个向量中有一个为零向量时,例如 b = 0,那么 | b | = 0,从而 a·b = 0. 如果两个向量相

等,即当 b = a 时,a·a = | a | 2,我们把数量积 a·a 叫作 a 的数量平方,记作 a2 .
由向量数量积的定义可知,a·b = 0 的充分必要条件是 | a | = 0 或 | b | = 0 或∠(a,b) =

π
2 ,而这又是 a⊥b 的充分必要条件,于是我们有:

定理 9. 2　 两个向量 a 与 b 垂直的充分必要条件是 a·b = 0.

向量的数量积满足以下运算规律,即对于任意的向量 a,b,c 及实数 λ,有
(1)交换律:a·b = b·a;
(2)关于数因子的结合律:(λa)·b = λ(a·b) = a·(λb);
(3)分配律:(a + b)·c = a·c + b·c;
(4)如果 a≠0,那么 a·a = a2 > 0.
下面来讨论如何用向量的坐标来表示数量积.
设 a = x1 i + y1 j + z1k,b = x2 i + y2 j + z2k,则
　 　 　 　 　 a·b = (x1 i + y1 j + z1k)·(x2 i + y2 j + z2k)

= x1x2 i·i + x1y2 i·j + x1 z2 i·k + y1x2 j·i + y1y2 j·j
+ y1 z2 j·k + z1x2k·i + z1y2k·j + z1 z2k·k.

因为 i,j,k 是两两相互垂直的单位向量,所以

i·j = j·i = 0,i·k = k·i = 0,j·k = k·j = 0,
且 i·i = 1,j·j = 1,k·k = 1,
因而　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a·b = x1x2 + y1y2 + z1 z2 . (9. 3)
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式(9. 3)称为向量数量积的坐标表示式. 它表示两个向量的数量积等于它们对应坐标的

乘积之和. 当 a = b 时,由此式还可得到向量 a 的模的坐标表示式,即

| a | = a2 = a·a = x2
1 + y2

1 + z21 .
对于非零向量 a 与 b,从数量积的定义,我们还可以求出它们夹角余弦的坐标表示式,即

cos∠(a,b) = a·b
| a | | b | =

x1x2 + y1y2 + z1 z2
x2
1 + y2

1 + z21· x2
2 + y2

2 + z22
. 　 　 　 　 　 　 (9. 4)

我们把任一向量 a 与基本单位向量 i,j,k 的夹角 α,β,γ 称为向量 a 的方向角,而 cosα,
cosβ,cosγ 称为 a 的方向余弦. 于是向量 a 的方向余弦的坐标表示式为:

cosα = a·i
| a | =

x1

x2
1 + y2

1 + z21
,

cosβ = a·j
| a | =

y1

x2
1 + y2

1 + z21
,

cosγ = a·k
| a | =

z1
x2
1 + y2

1 + z21
.

显然 cos2α + cos2β + cos2γ = 1.

例 1　 已知 | a | = 2, | b | = 3,∠(a,b) = 2π
3 ,求

(1)a·b;
(2)向量 c = 2a + 3b 的模.
解　 (1)根据数量积的定义,有

a·b = | a | | b | cos∠(a,b) = 2 × 3 × - 1
2( ) = - 3;

(2)根据数量积的性质,有
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 | c | 2 = c2 = (2a + 3b)·(2a + 3b)

= 4a·a + 6a·b + 6b·a + 9b·b
= 4 | a | 2 + 12a·b + 9 | b | 2

= 4 × 22 + 12 × ( - 3) + 9 × 32

= 16 - 36 + 81 = 61,

所以 | c | = 61.
例 2　 设 a = i + j - 4k,b = i - 2j + 2k,求 a·b,∠(a,b) .
解　 a·b = 1 × 1 + 1 × ( - 2) + ( - 4) × 2 = - 9.
由式(9. 4)知 a 与 b 夹角的余弦为

　 　 　 　 cos∠(a,b) = a·b
| a | | b | =

1 × 1 + 1 × ( - 2) + ( - 4) × 2
12 + 12 + ( - 4) 2· 12 + ( - 2) 2 + 22

= 1 - 2 - 8
18 × 9

= - 2
2 ,

所以,a 与 b 的夹角为∠(a,b) = 3π
4 .
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例 3　 设△ABC 的三个顶点为 A(0,1, - 1),B(1,3,4),C( - 1, - 1,0),证明△ABC 为直

角三角形.
解　 各边所对应的向量为

AB→ = i + 2j + 5k,
AC→ = - i - 2j + k,

BC→ = -2i - 4j - 4k,
因为AB→·AC→ =1 × ( - 1) + 2 × ( - 2) + 5 × 1 = 0.
所以AB→⊥AC→.
故△ABC 为直角三角形.
二、向量的向量积

定义 9. 5　 两个向量 a 与 b 的向量积仍是一个向量,记为 a × b,它的模是

| a × b | = | a | | b | sin∠(a,b),
它的方向和 a 与 b 都垂直,并且按 a,b,a × b 构成右手系,即如果右手的四指由 a 的方

向沿小于 π 的方向握拳转向 b 的方向时,大拇指所指的方向就是 a × b 的方向,向量的

向量积又称外积或叉积.

如图 9 - 12 所示.

图 9 - 12 　 　 　 　 　 　 　
图 9 - 13

物理学中的力矩是一个向量,它就是两个向量的向量积. 如图 9 - 13 所示,如果力 f 的作

用点是 A,OA→ = r,那么力矩 m = r × f.
因为平行四边形的面积等于它的两条邻边长的积乘以它们夹角的正弦,所以,两不共线

向量 a 与 b 的向量积的模等于以 a 与 b 为邻边的平行四边形的面积.
从以上定义容易看出,若向量 a 与 b 共线,那么必有 a × b = 0,反之亦然. 于是我们有下

面定理.

定理 9. 3　 两个向量 a 与 b 共线的充分必要条件是 a × b = 0.

向量的向量积满足以下运算规律,即对于任意的向量 a,b,c 及实数 λ,有
(1)反交换律:a × b = - b × a;
(2)关于数因子的结合律:(λa) × b = λ(a × b) = a × (λb);
(3)分配律:(a + b) × c = a × c + b × c.
下面来讨论向量积的坐标表示式.
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设

a = x1 i + y1 j + z1k,b = x2 i + y2 j + z2k,
则 a × b = (x1 i + y1 j + z1k) × (x2 i + y2 j + z2k)

= x1x2 i × i + x1y2 i × j + x1 z2 i × k + y1x2 j × i + y1y2 j × j + y1 z2 j × k + z1x2k × i
+ z1y2k × j + z1 z2k × k.

因为 i,j,k 是两两相互垂直的单位向量,所以有

i × i = 0,j × j = 0,k × k = 0,
i × j = k,j × k = i,k × i = j,

j × i = - k,k × j = - i,i × k = - j,
从而 a × b = (y1 z2 - y2 z1) i + ( z1x2 - z2x1) j + (x1y2 - x2y1)k.
利用二阶行列式,可将上式改写为

a × b =
y1 　 z1
y2 　 z2

i +
z1 　 x1

z2 　 x2
j +

x1 　 y1

x2 　 y2
k. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 5)

为了便于记忆,借助于三阶行列式,式 (9. 5)又可改写成

a × b =
i　 j　 k
x1 　 y1 　 z1
x2 　 y2 　 z2

. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 6)

例 4　 设 a = 2i + j - 3k,b = - i + k,计算 a × b.

解　 a × b =
i j k
2 1 - 3
- 1 0 1

=
1 - 3
0 1

i +
- 3 2
1 - 1

j +
2 1
- 1 0

k = i + j + k.

例 5　 求垂直于向量 a = 2i + 2j + k 和 b = 4i + 5j + 3k 的单位向量.
解　 由向量积的定义,向量

a × b =
i j k
2 2 1
4 5 3

= i - 2j + 2k,

既垂直于向量 a 又垂直于向量 b,而 | a × b | = 12 + ( - 2) 2 + 22 = 3.

所以单位向量 ± a × b
| a × b | = ± 1

3 ( i - 2j + 2k) 即为所求.

例 6　 已知空间三点 A(1, - 1,2),B(2,1,3),C( - 1,0,1),试求:
(1)△ABC 的面积;
(2)△ABC 的边 AB 上的高.
解　 (1)根据向量积模的几何意义,△ABC 的面积为

S = 1
2 AB→ × AC→ ,

因为AB→ = (2 -1,1 - ( - 1),3 - 2) = (1,2,1),
AC→ = ( -1 - 1,0 - ( - 1),1 - 2) = ( - 2,1, - 1),

所以AB→ × AC→ =
i j k
1 2 1
- 2 1 - 1

=
2 1
1 - 1

i +
1 1
- 1 - 2

j +
1 2
- 2 1

k = - 3i - j + 5k,
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故 S = 1
2 AB→ × AC→ = 1

2 ( - 3) 2 + ( - 1) 2 + 52 = 1
2 35;

(2)因为 |AB→| = 12 + 22 + 12 = 6,
所以△ABC 的边 AB 上的高为

|AB→ × AC→|
|AB→|

= 35
6

= 210
6 .

1. 已知 a = (2,1, - 1),b = (1, - 1,2),求下列各值.
(1)a·b 及 a × b;
(2)2a·( -3b)及 2a × b;
(3)a,b 夹角的余弦.

2. 设 | a | = 3, | b | = 5,∠(a,b) = π
3 ,求(a - 2b)·(3a + 2b) .

3. 已知 a = ( - 1,1,2),b = (2, - 1,1),求同时垂直于 a,b 的单位向量.
4. 求以 A(3,4,1),B(2,3,0),C(3,5,1),D(2,4,0)为顶点的四边形的面积.
5. 求垂直于向量 a = 2i - 3j + 5k 和 x 轴的单位向量.
6. 求下列各向量的模、方向余弦以及与它们同方向的单位向量.
(1)a = 2i - 2j + k;
(2)b = i - j - k.
7. 已知点 M1(0,1,2),M2( - 1,2,1),求向量M1M2

→
及其方向余弦.

第四节　 平面及其方程

一、平面的点法式方程

在空间给定一点和一个非零向量,那么通过该点且与已知向量垂直的平面就唯一地被

确定. 我们把与平面垂直的非零向量叫作平面的法向量. 显然,平面上的任一向量都与该平

面的法向量垂直. 下面我们来建立过定点 M0(x0,y0,z0),以向量 n = (A,B,C)为法向量的平

面 π 的方程.

图 9 - 14

在图 9 - 14 中,设点 M(x,y,z)为平面 π 上任一点,则向量

M0M
→ = ( x - x0,y - y0,z - z0)在平面 π 上,所以 n⊥M0M

→,从而

n·M0M
→ =0, 即

A(x - x0) + B(y - y0) + C( z - z0) = 0. 　 　 　 　 (9. 7)
显然,平面 π 上任一点 M(x,y,z)的坐标都满足式(9. 7) .
反之,如果点 M(x,y,z)不在平面 π 上,那么向量M0M

→
与法

向量 n 就不垂直,从而 n·M0M
→≠0,即

A(x - x0) + B(y - y0) + C( z - z0)≠0.
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这说明,不在平面上的点的坐标就不满足式(9. 7),所以平面 π 上的点的坐标与方程

(9. 7)的解之间有着一一对应的关系. 我们把方程(9. 7)称为平面 π 的方程,而平面 π 称为

方程(9. 7)的图形. 因为方程(9. 7)是由平面 π 上的定点 M0 ( x0,y0,z0)和它的法向量 n =
(A,B,C)所确定的,所以方程(9. 7)称为平面 π 的点法式方程.

例 1　 求过点(1,2, - 1)且与向量 n = ( - 2,1,3)垂直的平面方程.
解　 由平面法向量的概念知,向量 n = ( - 2,1,3)为所求平面的一个法向量,于是,由式

(9. 7)可得所求平面的方程为

- 2(x - 1) + (y - 2) + 3( z + 1) = 0,
即 2x - y - 3z - 3 = 0.
例 2　 求过点(0, - 2,3)且与平面 3x - y + 2z - 2 = 0 平行的平面方程.
解　 由平面的点法式方程(9. 7)知,平面 3x - y + 2z - 2 = 0 的法向量为 n = (3, - 1,2) .

所求的平面与该平面平行,所以它们的法向量也平行,n = (3, - 1,2)也是所求平面的法向

量. 因此,所求平面方程为

3(x - 0) - (y + 2) + 2( z - 3) = 0,
即 3x - y + 2z - 8 = 0.
例 3　 求经过三点 M1(1, - 1,2),M2(2,1,0),M3(0,2,7)的平面方程.
解　 由于点 M1,M2,M3 在平面上,则向量M1M2

→,M1M3
→

都在平面上,由向量积的定义知,
向量M1M2

→ ×M1M3
→

与向量M1M2
→,M1M3

→
都垂直,从而垂直于所求的平面,所以它是所求平面的

一个法向量.
因为M1M2

→ = (1,2, - 2),M1M3
→ = ( -1,3,5),

所以M1M2
→ ×M1M3

→ =
i j k
1 2 - 2
- 1 3 5

=
2 - 2
3 5

i +
- 2 1
5 - 1

j +
1 2
- 1 3

k

= 16i - 3j + 5k.
故所求的平面为 16(x - 1) - 3(y + 1) + 5( z - 2) = 0,即 16x - 3y + 5z - 29 = 0.
二、平面的一般方程

在平面的点法式方程(9. 7)中,如果令 D = - (Ax0 + By0 + Cz0),则可以改写为

Ax + By + Cz + D = 0.
由此可知,任何一个平面的方程都是 x,y,z 的三元一次方程;反过来,设有三元一次方

程

Ax + By + Cz + D = 0,　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 8)
式中 A,B,C,D 为常数,且 A,B,C 不全为零. 由于 A,B,C 不全为零,所以方程一定有解,任取

满足该方程的一组解 x0,y0,z0,即有

Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0.
用式(9. 8)减去该式,可得与式(9. 8)同解的方程

A(x - x0) + B(y - y0) + C( z - z0) = 0,
而这个方程是经过点 M0(x0,y0,z0)且以向量 n = (A,B,C)为法向量的平面的方程. 由此可

见,任何一个三元一次方程都表示一个平面的方程. 我们把式(9. 8)称为平面的一般方程. 它
的 3 个一次项系数构成的向量 n = (A,B,C)是该平面的一个法向量.
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例 4　 求经过 y 轴与点( - 1,2,4)的平面方程.
解　 设所求平面的一般方程为 Ax + By + Cz + D = 0.
因为平面经过 y 轴,从而平面经过原点,即点 O(0,0,0)满足平面方程,所以 D = 0.
由于 y 轴在平面上,则平面的法向量 n = (A,B,C)垂直于向量 j = (0,1,0),所 n·j = 0,
从而 B = 0.
又因为平面经过点( - 1,2,4),所以 - A + 4C = 0,即 A = 4C.
故所求的平面方程为 4x + z = 0.
例 5　 设一平面与 x,y,z 轴的交点依次为 P(a,0,0),Q(0,b,0),R(0,0,c)(其中 abc≠

0),求该平面的方程.

图 9 - 15

解　 把点 P,Q,R 的坐标分别代入平面的一般方程,有
Aa + D = 0,
Bb + D = 0,
Cc + D = 0,

ì

î

í

ïï

ïï

由此得 A = - D
a ,B = - D

b ,C = - D
c .

代入平面的一般方程得 - D
a x - D

b y - D
c z + D = 0,

即 D x
a + y

b + z
c( ) = D.

由题设可知,平面不经过原点,所以 D≠0,于是所求平面的方程为

x
a + y

b + z
c = 1,

我们把该方程叫作平面的截距式方程,其中的 a,b,c 分别叫作该平面在 x,y,z 轴上的截距,
如图 9 - 15 所示.

图 9 - 16

三、点与平面的距离

空间中的点与平面间的位置关系有两种情况,就是点在平

面上或者点不在平面上. 点在平面上的条件是点的坐标满足平

面的方程;点不在平面上时,我们来讨论点到平面间的距离.
设点 P0(x0,y0,z0)是平面 π:Ax + By + Cz + D = 0 外一点,如

图 9 - 16 所示,下面我们来求点 P0 到平面 π 的距离.
过点 P0 作 P0P 垂直于平面 π,垂足为 P,在平面 π 上任取一

点 P1(x1,y1,z1),连接 P0P1,则向量P1P0
→ = (x0 - x1,y0 - y1,z - z1) . 设向量P1P0

→
与平面的法向

量 n = (A,B,C)的夹角为 θ,由图 9 - 16 可知,点 P0 到平面 π 的距离为

d = |P1P0
→| | cosθ | .

由于P1P0
→·n = A(x0 - x1) + B(y0 - y1) + C( z0 - z1)

= Ax0 + By0 + Cz0 - (Ax1 + By1 + Cz1),
又点 P1(x1,y1,z1)在平面 π 上,从而 Ax1 + By1 + Cz1 + D = 0,即 Ax1 + By1 + Cz1 = - D.
所以P1P0

→·n = Ax0 + By0 + Cz0 + D.
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于是 | cosθ | =
|P1P0

→·n |

|P1P0
→| |n |

=
|Ax0 + By0 + Cz0 + D |
|P1P0

→| A2 + B2 + C2
,

故 d = |P1P0
→| | cosθ | =

|Ax0 + By0 + Cz0 + D |
A2 + B2 + C2

,

即点 P0 到平面 π 的距离为 d =
|Ax0 + By0 + Cz0 + D |

A2 + B2 + C2
.

例 6　 求点 P0( - 1,2 - 2)到平面 2x + y - 2z + 5 = 0 的距离.

解　 d =
|Ax0 + By0 + Cz0 + D |

A2 + B2 + C2
= |2 × ( - 1) + 1 × 2 - 2 × ( - 2) + 5 |

22 + 12 + ( - 2) 2
= 9

3 = 3.

四、两平面的位置关系

空间两平面的位置关系有相交、平行和重合 3 种情形,而且当且仅当两平面有一部分公

共点时它们相交,当且仅当两平面没有公共点时它们平行,当且仅当一个平面上的所有点都

是另一个平面的点时它们重合.
如果设两个平面的方程为

π1:A1x + B1y + C1 z + D1 = 0,　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 9)
π2:A2x + B2y + C2 z + D2 = 0,　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 10)

那么平面 π1 与 π2 是相交还是平行或者重合就可以归结为方程(9. 9)和(9. 10)组成的方程

组是有解还是无解或者一个方程的解都是另一个方程的解. 于是我们有下面的定理.

定理 9. 4　 两平面 π1 与 π2 相交的充分必要条件是

A1 ∶ B1 ∶ C1≠A2 ∶ B2 ∶ C2,
平行的充分必要条件是

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
≠

D1

D2
,

重合的充分必要条件是

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
=
D1

D2
.

下面我们来讨论两平面的夹角.

我们规定:两个平面的法向量夹角中不超过
π
2 的角为两平面的夹角. 由此,设平面 π1 与

π2 夹角为 θ,因为它们的法向量分别为 n1 = (A1,B1,C1),n2 = (A2,B2,C2),则

cosθ =
|n1·n2 |
|n1 | |n2 |

=
|A1A2 + B1B2 + C1C2 |

A2
1 + B2

1 + C2
1 A2

2 + B2
2 + C2

2

. 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 11)

由此可得,平面 π1 与 π2 垂直的充分必要条件为 A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0.
例 7　 求平面 x + 2y - z + 3 = 0 与 2x + y + z - 1 = 0 的夹角.
解　 因为 n1 = (1,2, - 1),n2 = (2,1,1),所以,由两平面夹角公式得

cosθ =
|n1·n2 |
|n1 | |n2 |

= |1 × 2 + 2 × 1 + ( - 1) × 1 |
12 + 22 + ( - 1) 2 22 + 12 + 12

= 1
2 .
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故两平面的夹角 θ = π
3 .

1. 求过点(0,1,2)且法向量为 n = (1, - 2, - 3)的平面方程.
2. 求过点(1, - 2,3)且与平面 3x + 2y - z = 7 平行的平面方程.
3. 已知点 A(0,1, - 1),B(1,2,2),求过点 A 且垂直于AB→的平面方程.
4. 指出下列各平面的位置特点.
(1) z = 0;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2)y = 1;
(3)x - 2y = 0; (4)3x + 2y = 7;
(5)2x + y - 3z = 0; (6)x + y + z = 5.
5. 写出满足所给条件的平面方程.
(1)过点 A( - 3,1, - 2),垂直于 z 轴.
(2)过点 A(1, - 2,4),垂直于 y 轴.
(3)过点 A(4,0, - 2),B(5,1,7),平行于 x 轴.
6. 已知一个平面过点 A(1,0, - 1),平面上有向量 a = ( - 2,3,7),b = (0, - 1,2),求此

平面方程.
7. 一平面通过三点 A(1, - 2,3),B( - 1,2,0),C(2,3,5),求此平面的方程.
8. 求平面 x - 2y + z - 5 = 0 与 2x - y - z - 9 = 0 的夹角.
9. 判断下列各平面的位置关系.
(1)2x - 2y + z - 5 = 0,3x + 2y - 2z - 7 = 0;
(2)x - y + z - 3 = 0,2x - 2y + 2z - 5 = 0;
(3)2x - 3y + z - 6 = 0,x + 2y - 2z + 1 = 0.

第五节　 空间直线及其方程

一、空间直线的方程

空间任意一条直线总可以看成是两个平面的交线. 设直线 L 是平面

π1:A1x + B1y + C1 z + D1 = 0,
π2:A2x + B2y + C2 z + D2 = 0

的交线,所以可以用方程组

A1x + B1y + C1 z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2 z + D2 = 0{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 12)

来表示直线的方程. 我们把方程组(9. 12)称为直线的一般方程.
直线的一般方程虽然使用起来比较方便,但是它看不清楚直线的位置. 为此我们介绍直

线的参数式方程和对称式方程.
在空间给定一点 M0(x0,y0,z0)和一个非零向量 v = ( l,m,n),那么通过点 M0 且与向量 v
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平行的直线 L 就被唯一确定. 我们把向量 v 称为直线 L 的方向向量. 显然,任何一个与直线 L
平行的非零向量都可以作为直线 L 的方向向量. 下面我们来建立直线 L 的方程.

设点M(x,y,z)为直线 L 上任一点,则向量M0M
→ = (x - x0,y - y0,z - z0)在直线 L 上,可以

作为直线 L 的一个方向向量,因此M0M
→∥v,根据向量平行的充要条件,存在实数 t,使得M0M

→

= tv,即
x = x0 + lt,
y = y0 +mt,
z = z0 + nt.

ì

î

í

ïï

ïï
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 13)

我们把式(9. 13)称为直线 L 的参数式方程,其中 t 为参数. 从直线的参数方程(9. 13)中
消去参数 t,得到

x - x0

l =
y - y0

m =
z - z0
n . 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 14)

我们把式(9. 14)称为直线 L 的对称式方程. 因为该方程是由直线上的一点和它的一个

方向向量所确定的,因此我们又把它称为直线 L 的点向式方程.
注意:在式(9. 14)中,当一个或两个分母为零时,我们约定分子也为零.
例 1　 求通过空间两点 M1(x1,y1,z1)与 M2(x2,y2,z2)的直线 L 的方程.
解　 因为直线经过点 M1 和 M2,所以可以取向量

M1M2
→ = (x2 - x1,y2 - y1,z2 - z1)

作为直线的方向向量. 因此,直线 L 可以看成经过点 M1,且以M1M2
→

为方向向量的直线,所以

直线 L 的点向式方程为

x - x1

x2 - x1
=
y - y1

y2 - y1
=
z - z1
z2 - z1

. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 15)

我们把式(9. 15)称为直线 L 的两点式方程.
例 2　 求通过点 A(2,0, - 1)且垂直于平面 x - 2y + 3z + 2 = 0 的直线方程.
解　 由于所求直线垂直于已知平面,所以可以取平面的法向量 n = (1, - 2,3)作为直线

的方向向量,故所求的直线方程为

x - 2
1 = y

- 2 = z + 1
3 .

例 3　 化直线的一般方程

x + 3y - 2z - 2 = 0,
2x - y + 5z + 3 = 0{

为对称式方程.
解　 因为直线同时在两个平面上,所以它的方向向量同时垂直于这两个平面的法向量.

而这两个平面的法向量分别为 n1 = (1,3, - 2)和 n2 = (2, - 1,5),因此可以取直线的方向向

量为

n1 × n2 =
i j k
1 3 - 2
2 - 1 5

( ) = 13i - 9j - 7k.

由于方向向量的 3 个坐标都不为零,我们可以在直线上任取一点(x0,y0,z0),如取
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z0 = 0,代入直线的一般方程,得
x0 + 3y0 - 2 = 0,
2x0 - y0 + 3 = 0.{

解出 x0 = - 1,y0 = 1,则点( - 1,1,0)在直线上.
故直线的对称式方程为

x + 1
13 = y - 1

- 9 = z
- 7.

二、空间两直线的夹角

我们规定:空间两条直线的方向向量夹角中不超过
π
2 的角为这两条直线的夹角.

设两条直线 L1 和 L2 的方向向量分别为 v1 = ( l1,m1,n1)和 v2 = ( l2,m2,n2),则 L1 和 L2

夹角 φ 的余弦为

cosφ =
| v1·v2 |
| v1 | | v2 |

=
| l1 l2 +m1m2 + n1n2 |

l21 +m2
1 + n2

1 l22 +m2
2 + n2

2

. 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 16)

由此可得:直线 L1 和 L2 垂直的充分必要条件为

l1 l2 +m1m2 + n1n2 = 0.
直线 L1 和 L2 平行(或重合)的充分必要条件为

l1
l2

=
m1

m2
=
n1

n2
.

例 4　 求直线

L1:
x - 2
1 = y + 1

- 4 = z
1 与 L2:

x + 1
2 = y

- 2 = z - 3
- 1

的夹角 φ.
解　 直线 L1 和 L2 的方向向量分别为 v1 = (1, - 4,1)和 v2 = (2, - 2, - 1),则

cosφ =
| v1·v2 |
| v1 | | v2 |

= |1 × 2 + ( - 4) × ( - 2) + 1 × ( - 1) |
12 + ( - 4) 2 + 12 22 + ( - 2) 2 + ( - 1) 2

= 2
2 ,

故 φ = π
4 .

三、直线与平面的夹角

我们规定:当直线 L 和平面 π 平行或 L 在平面 π 上时,它们的夹角为 0;当直线 L 和平

面 π 垂直时,它们的夹角为
π
2 ;当直线 L 和平面 π 既不平行也不垂直时,它们的夹角为直线

L 和它在平面 π 上的投影直线所构成的锐角 φ,如图 9 - 17 所示.

图 9 - 17

设直线 L 的方向向量为 v = ( l,m,n),平面 π 的法向量为 n
= (A,B,C),它们的夹角为 θ,则

φ = π
2 - θ ,

于是

sinφ = | cosθ | = |n·v |
|n | | v | =

|Al + Bm + Cn |
A2 + B2 + C2 l2 +m2 + n2

.
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由此可知,直线 L 和平面 π 平行或 L 在平面 π 上的充分必要条件是

Al + Bm + Cn = 0.
直线 L 和平面 π 垂直的充分必要条件是 v∥n,即

A
l = B

m = C
n .

例 5　 求直线
x
- 1 = y - 1

1 = z - 1
2 与平面 2x + y - z - 3 = 0 的夹角.

解　 v = ( - 1,1,2),n = (2,1, - 1),
于是

　 　 　 　 　 　 sinφ = |n·v |
|n | | v | =

| - 1 × 2 + 1 × 1 + 2 × ( - 1) |
( - 1) 2 + 12 + 22 22 + 12 + ( - 1) 2

= | - 3 |
6 = 1

2 ,

所以 φ = π
6 .

1. 将直线方程化为参数方程及一般方程.

(1)x - 1
3 = y + 2

- 1 = z
2 ;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2)x + 1

2 = y - 1 = z - 2
3 ;

(3)x + 5
1 = y - 2

0 = z - 1
3 ; (4) x - 2

0 = y - 1
3 = z + 1

0 .

2. 将下列直线的一般方程化为点向式方程及参数方程.

(1)
x - 2y + z - 2 = 0,
3x + 2y - z + 22 = 0;{ (2)

x + 3y - 2z - 2 = 0,
z = 3y + 2;{

(3)
z - 2 = 0,
x - 3y = 4;{ (4)

x - 3z - 4 = 0,
y - 2z + 2 = 0.{

3. 求过点 M1(0, - 1,5)和 M2(2,3, - 2)的直线方程.

4. 一直线通过点(1, - 3,2)且与直线
x - 1
- 2 = y - 1 = z

5 平行,求此直线方程.

5. 一直线通过点(0,2,7)且与直线
x + y + 2z - 2 = 0,
2x - 3y + z + 3 = 0{ 平行,求此直线方程.

6. 求过点( - 2,3, - 1)且垂直于平面 3x - y + 4z + 5 = 0 的直线方程.

7. 求直线 L1:
x - 4
3 = y + 2

4 = z
- 1和 L2:

x
2 = y - 2

- 1 = z + 1
2 的夹角.

8. 确定下列每对直线的位置关系.

(1)x - 2
1 = y + 2

1 = z - 1
- 2 与

2x + y - 2z - 3 = 0,
x - y + 2z - 5 = 0;{

(2)
3x + z - 4 = 0,
y + 2z - 9 = 0{ 与

6x - y + 1 = 0,
y + 2z - 9 = 0;{
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(3) x
- 3 = y + 1

2 = z - 1
1 与

x = 4 - 6t,
y = - 2 + 4t,
z = t.

ì

î

í

ïï

ïï

9. 确定直线与平面的位置关系.

(1)x + 3
- 2 = y + 4

- 7 = z
3 与 4x - 2y - 2z - 3 = 0;

(2)x - 1
3 = y + 1

- 2 = z
7 与 3x - 2y - 7z - 8 = 0;

(3)x + 2
3 = y - 3

1 = z - 4
- 4 与 x + y + z - 5 = 0.

10. 求下列各平面的方程.

(1)过点(2,0, - 3)且与直线 x - 5 = y + 1
- 1 = z + 2

2 垂直;

(2)过点(1,2,1)且与直线 L1:
x = 1 + t,
y = 2 - 2t,
z = - 1 - 3t

ì

î

í

ïï

ïï
及 L2:

x = 3,
y = 1 - t,
z = 2 - t

ì

î

í

ïï

ïï
平行;

(3)过点(3,1, - 2)及直线
x - 4
5 = y + 3

2 = z
1 .

11. 求点 A(0, - 1,1)到直线
y + 1 = 0,
x + 2z - 7 = 0{ 的距离.

第六节　 曲面和空间曲线

前两节我们分别讨论了最简单的曲面———平面和最简单的曲线———直线,建立了它们

的一些常见的方程形式,并讨论了与其相关的一些问题. 在这一节,我们来讨论一般的曲面

和空间曲线方程,并介绍几种常见的曲面.
一、曲面方程的概念

在平面解析几何中,我们把平面曲线看成是平面上按照一定的规律运动的点的轨迹. 类
似地,在空间解析几何中,我们把曲面看成是空间中按照一定的规律运动的点的轨迹. 空间

中的点按一定的规律运动,它的坐标(x,y,z)就要满足某个关系式,这个关系式就是曲面的

方程,记为 F(x,y,z) = 0,于是有下面的定义.

定义 9. 6　 如果曲面∑上任意一点的坐标都满足方程 F(x,y,z) = 0,不在曲面∑
上的点的坐标都不满足方程 F(x,y,z) = 0,则称方程 F(x,y,z) = 0 为曲面∑的方程,而

曲面∑称为方程 F(x,y,z) = 0 的图形.

例 1　 求到两定点 M1(x1,y1,z1),M2(x2,y2,z2)距离相等的点的轨迹方程.
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解　 设点 M(x,y,z)为轨迹上的任一点,则 |M1M
→| = |M2M

→|,即

(x - x1) 2 + (y - y1) 2 + ( z - z1) 2 = (x - x2) 2 + (y - y2) 2 + ( z - z2) 2,
化简得

(x2 - x1)x + (y2 - y1)y + ( z2 - z1) z +
1
2 x2

1 + y2
1 + z21 - x2

2 + y2
2 + z22( )[ ] = 0.

轨迹上的点的坐标都满足上述方程,不在轨迹上的点的坐标都不满足该方程,所以它就

是所求点的轨迹方程. 这是一个关于 x,y,z 的一次方程,它表示一个平面,这就是连接两点

的线段的垂直平分面.
二、几种常见曲面及其方程

1. 球面

现在我们来求球心在点 M0(x0,y0,z0),半径为 R 的球面方程.
设点 M(x,y,z)为球面上任意一点,则 |M0M

→| = R,于是有

(x - x0) 2 + (y - y0) 2 + ( z - z0) 2 = R,
即 (x - x0) 2 + (y - y0) 2 + ( z - z0) 2 = R2 .

显然,球面上的点的坐标都满足上述方程,不在球面上的点的坐标都不满足该方程,所
以它就是所求的球面方程. 特别地,球心在原点 O(0,0,0),半径为 R 的球面方程为

x2 + y2 + z2 = R2 .
2. 母线平行于坐标轴的柱面

动直线 L 沿定曲线 C 平行移动所形成的曲面称为柱面. 定曲线 C 称为柱面的准线,动直

线 L 称为柱面的母线,如图 9 - 18 所示.
下面我们只讨论准线在坐标面上,而母线垂直于该坐标面的柱面. 先看一个例子.
设一个圆柱面的母线平行于 z 轴,准线 C 是 xOy 平面上以原点为圆心,R 为半径的圆.

在平面直角坐标系中,准线 C 的方程为 x2 + y2 = R2,现在我们来求这个圆柱面的方程.

图 9 - 18 　 　 　 　 　 　 　
图 9 - 19

设点 M(x,y,z)为圆柱面上任意一点,过点 M 的母线与 xOy 平面的交点 M0(x0,y0,0)一
定在准线 C 上,如图 9 - 19 所示. 因此,不论点 M 的坐标中 z 取什么值,坐标 x0 和 y0 必满足

方程 x2 + y2 = R2;反之,不在圆柱面上的点的坐标不满足该方程,所以所求的圆柱面的方程

为 x2 + y2 = R2 .
由此可知,在平面直角坐标系中,方程 x2 + y2 = R2 表示一个圆,而在空间直角坐标系中,

方程 x2 + y2 = R2 表示一个母线平行于 z 轴的圆柱面.
一般地,如果柱面的准线是 xOy 平面上的曲线 C,它在平面直角坐标系中的方程为 f(x,
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y) = 0,那么以 C 为准线,母线平行于 z 轴的柱面方程就是 f(x,y) = 0. 类似地,方程 g(y,z)
= 0 表示母线平行于 x 轴的柱面,方程 h(x,z) = 0 表示母线平行于 y 轴的柱面.

由此可见,在空间直角坐标系中,只含两个变量的方程表示母线平行于所缺坐标轴的柱

面.

例 2　 在空间直角坐标系中方程
x2

a2 + y2

b2 = 1,x
2

a2 - y2

b2 = 1,y2 = 2px 表示的柱面与 xOy 平面

的交线分别是椭圆、双曲线和抛物线,所以它们依次叫作椭圆柱面(如图 9 - 20 所示)、双曲

柱面(如图 9 - 21 所示)和抛物柱面(如图 9 - 22 所示) . 由于这些方程都是二次的,所以统称

为二次柱面.

　 　 　 　 图 9 - 20　 　 　 　 　 　 　 　 图 9 - 21　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 9 - 22　 　 　 　 　 　

3. 以坐标轴为旋转轴的旋转曲面

一条曲线 C 绕一定直线 L 旋转所生成的曲面称为旋转曲面. 曲线 C 称为旋转曲面的母

线,定直线 L 称为旋转曲面的旋转轴(或者称为轴) .
下面我们只讨论母线在某个坐标平面上的平面曲线,而旋转轴是该坐标平面上的一条

坐标轴的旋转曲面.
设在 yOz 平面上有一条曲线 C,它在平面直角坐标系中的方程为 f(y,z) = 0,现在我们来

求曲线 C 绕 z 轴旋转所生成的旋转曲面方程.

图 9 - 23

设点 M(x,y,z)为旋转曲面上任意一点,它是由母线上点

M1(0,y1,z1)绕 z 轴旋转而得来的,如图 9 - 23 所示. 显然,z = z1,

且点 M 到 z 轴的距离等于点 M1 到 z 轴的距离,即 x2 + y2 =
| y1 | ,而 点 M1 在 母 线 C 上, 所 以 f ( y1, z1 ) = 0, 于 是 有

f ± x2 + y2,z( ) = 0.
容 易 知 道, 旋 转 曲 面 上 的 点 的 坐 标 都 满 足 方 程

f ± x2 + y2,z( ) = 0,而不在旋转曲面上的点的坐标都不满足该

方程,故此方程就是以曲线 C 为母线,z 轴为旋转轴的旋转曲面

方程.

同理,曲线 C 绕 y 轴旋转所生成的旋转曲面方程为 f y, ± x2 + z2( ) = 0.

对于其他坐标面上的曲线,绕它所在坐标面的一条坐标轴旋转所得的旋转曲面的方程

可以类似求出,这样我们就得到如下规律.
当坐标平面上的曲线 C 绕此坐标平面里的一条坐标轴旋转时,为了求出这样的旋转曲

面的方程,只要将曲线 C 在坐标面里的方程保留和旋转轴同名的坐标,而用其他两个坐标平

方和的平方根来代替方程中的另一坐标即可.
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图 9 - 24

例 3　 求 yOz 平面上的直线 z = ky(k > 0)绕 z 轴旋转所生成

的旋转曲面方程.

解　 在 z = ky 中把 y 换成 ± x2 + y2,得

z = ± k x2 + y2,
即 z2 = k2(x2 + y2) .
这是一个顶点在原点,对称轴为 z 轴的圆锥面,如图 9 - 24

所示.

例 4　 将 xOy 平面上的椭圆
x2

a2 + y2

b2 = 1(a > b > 0)分别绕长

轴(即 x 轴)和短轴(即 y 轴)旋转,求所得的旋转曲面方程.

解　 因为旋转轴是 x 轴,同名坐标为 x,在方程
x2

a2 + y2

b2 = 1 中保留坐标 x 不变,用

± y2 + z2代替 y,即得将椭圆
x2

a2 + y2

b2 = 1(a > b)绕其长轴旋转所得的旋转曲面方程为

x2

a2 + y2

b2 + z2

b2 = 1. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 17)

同样将椭圆
x2

a2 + y2

b2 = 1(a > b)绕其短轴旋转所得的旋转曲面方程为

x2

a2 + y2

b2 + z2

a2 = 1. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 18)

式(9. 17)表示的曲面叫作长形旋转椭球面,如图 9 - 25 所示. 式(9. 18)表示的曲面叫

作扁形旋转椭球面,如图 9 - 26 所示.

图 9 - 25 　 　 　 　
图 9 - 26

将 xOy 平面上的双曲线
x2

a2 - y2

b2 = 1 绕虚轴(即 y 轴)旋转所得的旋转曲面方程为

x2

a2 - y2

b2 + z2

a2 = 1,　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 19)

绕实轴(即 x 轴)旋转所得的旋转曲面方程为

x2

a2 - y2

b2 - z2

b2 = 1. 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 20)

式(9. 19)表示的曲面叫作单叶旋转双曲面,如图 9 - 27 所示. 式(9. 20)表示的曲面叫

作双叶旋转双曲面,如图 9 - 28 所示.
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图 9 - 27 　 　
图 9 - 28 　 　

图 9 - 29

将 yOz 平面上的抛物线 y2 = 2pz 绕它的对称轴(即 z 轴)旋转所得的旋转曲面方程为

x2 + y2 = 2pz,　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 21)
那么式(9. 21)表示的曲面叫作旋转抛物面,如图 9 - 29 所示.

三、空间曲线的方程

前面我们曾把空间直线看成是两平面的交线,类似地,空间曲线也可以看成是两个曲面

的交线.
设两个曲面的方程分别为 F1(x,y,z) = 0 和 F2(x,y,z) = 0,它们相交于曲线 Γ. 这样,曲

线 Γ 上的任意点同时在这两个曲面上,它的坐标就同时满足这两个方程;反过来,同时满足

这两个方程的任意一组解所决定的点同时在这两个曲面上,即在曲线 Γ 上. 因此,联立方程

组

F1(x,y,z) = 0,
F2(x,y,z) = 0{

即为空间曲线 Γ 的方程,我们把它称为空间曲线的一般方程. 代数上,任何方程组的解,也一

定是与它等价的方程组的解,所以空间曲线的方程可以用不同形式的方程组来表示.
例 5　 在空间直角坐标系下,方程组

x2 + y2 + z2 = 9,
z = 0{

表示什么曲线?
解　 方程 x2 + y2 + z2 = 9 是球心在原点,半径为 3 的球面,z = 0 是 xOy 坐标平面,所以它

们的交线是 xOy 坐标平面上的圆 x2 + y2 = 9.
如果把方程组改写成同解方程组,则有

x2 + y2 = 9,
z = 0,{

它表示母线平行于 z 轴的圆柱面 x2 + y2 = 9 与 xOy 坐标平面的交线.
空间曲线也可以看成一动点在空间中运动的轨迹,动点的位置随着某一个参数而变化.

由此我们又可得空间曲线的参数方程,即
x = x( t),
y = y( t),( t 为参数)
z = z( t)

ì

î

í

ïï

ïï
.
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例 6　 设空间一点 M 在圆柱面 x2 + y2 = a2 上以角速度 ω 绕 z 轴旋转,同时又以线速度 v
沿平行于 z 轴的正方向上升(其中 ω,v 都是常数),那么动点M 的运动轨迹称为螺旋线,如图

9 - 30 所示,试建立该螺旋线的参数方程.

图 9 - 30

解　 取时间 t 为参数,设 t = 0 时动点在 A(a,0,0)处,经过时间 t
运动到点 M(x,y,z),记点 M 在 xOy 坐标平面上的投影为 M′(x,y,0) .
因为∠AOM′是动点在时间 t 内转过的角度,线段 M′M 的长 |M′M |是在

时间 t 内动点上升的高度,所以有

∠AOM′ = ωt, |M′M | = vt,
于是螺旋线的参数方程为

x = acosωt,
y = asinωt,
z = vt.

ì

î

í

ïï

ïï

四、空间曲线在坐标面上的射影

设 Γ 为已知空间曲线,则以 Γ 为准线,以平行于 z 轴的直线为母线的柱面称为空间曲线

Γ 关于 xOy 坐标平面的射影柱面. 这个射影柱面与 xOy 坐标平面的交线称为曲线 Γ 在 xOy
坐标平面上的射影曲线. 类似地,我们也可以定义曲线 Γ 关于 yOz 坐标平面、xOz 坐标平面

的射影柱面和射影曲线.
下面我们来讨论如何求空间曲线关于坐标平面的射影柱面和在坐标平面上的射影曲

线.
设空间曲线 Γ 的方程为

F1(x,y,z) = 0,
F2(x,y,z) = 0.{

消去 z,得
F(x,y) = 0.

满足曲线 Γ 方程的点一定满足方程 F(x,y) = 0,而 F(x,y) = 0 是一个母线平行于 z 轴
的柱面方程. 所以,F(x,y) = 0 就是曲线 Γ 关于 xOy 坐标平面的射影柱面方程,而

F(x,y) = 0,
z = 0{

就是曲线 Γ 在 xOy 坐标平面上的射影曲线.
类似地,从曲线 Γ 的方程中消去 x 或者 y,就可以得到曲线 Γ 关于 yOz 坐标平面或者

xOz 坐标平面的射影柱面,从而也可以得到曲线 Γ 在 yOz 坐标平面或者 xOz 坐标平面上的射

影曲线.
例 7　 求曲线

Γ: z = x2 + y2,
x2 + y2 + z2 = 1{

在 xOy 坐标平面上的射影曲线方程,并指出它在 xOy 坐标平面上是一条什么样的曲线.
解　 消去 z,得曲线 Γ 关于 xOy 坐标平面的射影柱面方程为

x2 + y2 = 1
2 ,
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图 9 - 31

所以曲线 Γ 在 xOy 坐标平面上的射影曲线为

x2 + y2 = 1
2 ,

z = 0.
{

这是 xOy 坐标平面上的一个圆,如图 9 - 31 所示.

1. 求下列球面的方程.
(1)球心在点( - 1, - 3,2)处,且通过点(1, - 1,1);
(2)球面过点(0,2,2),(4,0,0),球心在 y 轴上.
2. 求下列球面的球心和半径.
(1)x2 + y2 + z2 - 6z - 7 = 0;　 　 　 (2)36x2 + 36y2 + 36z2 - 72x - 36y + 24z + 13 = 0.
3. 求旋转曲面的方程.

(1)
x2

3 + z2
4 = 1,

y = 0
{ 绕 x 轴及 z 轴旋转;

(2) z = y,
x = 0{ 绕 y 轴及 z 轴旋转;

(3)
x2 - y2 = 1,
z = 0{ 绕 x 轴及 y 轴旋转.

4. 下面的方程组各表示什么曲线?

(1)
x2 - 4y2 = 8z,
z = 8;{ (2)

x2 + y2 + z2 = 25,
x = 3;{

(3)
x2 + 4y2 + 9z2 = 36,
y = 1;{ (4)

x2 - 4y2 = 4z,
y = - 2.{

5. 求下列各曲线在指定坐标面上的射影曲线的方程.

(1)
x2 + y2 - z = 0,
z = x + 1{ 在 xOy 坐标面;

(2)
x2 + y2 + z2 = 1,
x2 + (y - 1) 2 + ( z - 1) 2 = 1{ 在 xOy 坐标面;

(3)
2x2 + y2 + z2 = 16,
x2 - y2 + z2 = 0{ 在 yOz 及 zOx 坐标面.河
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第七节　 常见二次曲面的图形

在空间直角坐标系中,一般的三元方程 F(x,y,z) = 0 表示一个曲面. 如果方程 F(x,y,
z) = 0 是一次的,它的图形是一个平面,所以我们把平面也称为一次曲面. 如果方程是二次

的,我们把它的图形称为二次曲面. 本节我们用平行截割法来研究几种常见的三元二次方程

所表示的二次曲面的形状和特征. 所谓平行截割法,就是用一组平行于坐标平面的平面去截

曲面,所得的交线都是平面曲线,通过考察这些交线的形状,综合起来研究曲面的形状和特

征.
一、椭球面

在空间直角坐标系下,方程

x2

a2 + y2

b2 + z2

c2
= 1(a > 0,b > 0,c > 0)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 22)

表示的曲面称为椭球面,其中 a,b,c 称为椭球面的半轴.
由方程(9. 22)可知,它的图形具有如下性质:
(1)对称性:由于方程中只含有坐标的平方项,可见当点(x,y,z)满足方程时,点( ± x,

± y, ± z)也都满足方程,其中正、负号可以任意选取,所以椭球面关于 3 个坐标平面、3 条坐

标轴和坐标原点都对称,即 3 个坐标平面都是它的对称平面,3 条坐标轴都是它的对称轴,坐
标原点是它的对称中心.

(2)有界性:从方程(9. 22)可以看出,
x2

a2≤1,y
2

b2 ≤1, z
2

c2
≤1,

即 | x |≤a, | y |≤b, | z |≤c.
可见,椭球面完全被封闭在 x = ± a,y = ± b,z = ± c 这 6 个平面所围成的长方体内部. 现

在用平行截割法来讨论椭球面的形状.
椭球面与 3 个坐标平面的交线分别是:

x2

a2 + y2

b2 = 1,

z = 0;
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 23)

x2

a2 + z2

c2
= 1,

y = 0;
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 24)

y2

b2 + z2

c2
= 1,

x = 0.
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 25)

这是分别在 3 个坐标平面上的 3 个椭圆.
用平行于 xOy 坐标平面的平面 z = h 去截椭球面(9. 22),所得交线方程为
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x2

a2 + y2

b2 = 1 - h2

c2
,

z = h.
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 26)

当 | h | > c 时,式(9. 26)无图形,这表示平面 z = h 与椭球面(9. 22)不相交;当 | h | = c 时,式
(9. 26)表示的图形是平面 z = h 上的一个点(0,0,c)或(0,0, - c);当 | h | < c 时,式(9. 26)表

示的图形是一个椭圆,它的两半轴长分别是 a 1 - h2

c2
和 b 1 - h2

c2
,两轴端点坐标分别是

± a 1 - h2

c2
,0,h( )和 0, ± b 1 - h2

c2
,h( ). 容易验证,两轴的端点分别在式 (9. 24) 和式

(9. 25)表示的椭圆上. 于是,椭球面(9. 22)可以看成是由一个椭圆变动(大小位置都改变)
而形成的,这个椭圆在变动过程中保持所在平面与 xOy 坐标平面平行,并且两轴端点分别在

式(9. 24)和式(9. 25)表示的两个定椭圆上滑动. 用平行于另外两个坐标平面的平面去截椭

球面,可以得到类似的结果.

图 9 - 32

综上可知,椭球面(9. 22)的形状如图 9 - 32 所示.
如果 a = b = c,(9. 22)变成 x2 + y2 + z2 = a2,它是球心在原

点,半径为 a 的球面. 如果 a,b,c 中有两个相等,例如 a = b≠c,

(9. 22)变为
x2

a2 + y2

a2 + z2

c2
= 1,它是一个旋转椭球面. 由此可知,旋

转椭球面和球面都是椭球面的特例.
二、双曲面

1. 单叶双曲面

在空间直角坐标系下,方程

x2

a2 + y2

b2 - z2

c2
= 1(a > 0,b > 0,c > 0)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 27)

表示的曲面称为单叶双曲面.
显然,单叶双曲面(9. 27)和椭球面(9. 22)一样,它也关于 3 个坐标平面、3 条坐标轴和

坐标原点都对称.
单叶双曲面与 3 个坐标平面的交线分别是:

x2

a2 + y2

b2 = 1,

z = 0;
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 28)

x2

a2 - z2

c2
= 1,

y = 0;
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 29)

y2

b2 - z2

c2
= 1,

x = 0.
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 30)

它们的图形分别是 xOy 平面上的椭圆,xOz 平面上的双曲线和 yOz 平面上的双曲线.
用平行于 xOy 坐标平面的平面 z = h 去截单叶双曲面(9. 27),所得交线方程为
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x2

a2 + y2

b2 = 1 + h2

c2
,

z = h.
{

这是平面 z = h 上的一个椭圆,它的两半轴长分别是 a 1 + h2

c2
和 b 1 + h2

c2
,两轴端点坐标分

别是 ± a 1 + h2

c2
,0,h( )和 0, ± b 1 + h2

c2
,h( ). 容易验证,两轴的端点分别在式(9. 29)和式

(9. 30)表示的双曲线上. 于是,单叶双曲面(9. 27)可以看成是由一个椭圆变动(大小位置都

改变)而形成的,这个椭圆在变动过程中保持所在平面与 xOy 坐标平面平行,并且两轴端点

分别在式(9. 29)和式(9. 30)表示的两条定双曲线上滑动.
用平行于 xOz 坐标平面的平面 y = h 去截单叶双曲面(9. 27),所得交线方程为

x2

a2 - z2

c2
= 1 - h2

b2 ,

y = h.
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 31)

当 | h | < b 时,式(9. 31)为双曲线,它的实轴平行于 x 轴,实半轴长为 a 1 - h2

b2 ,虚轴平

行于 z 轴,虚半轴长为 c 1 - h2

b2 ,且顶点 ± a 1 - h2

b2 ,h,0( )在式(9. 28)表示的椭圆上.

当 | h | > b 时,式(9. 31)也是双曲线,它的实轴平行于 z 轴,实半轴长为 c h2

b2 - 1,虚轴

平行于 x 轴,虚半轴长为 a h2

b2 - 1,且顶点 0,h, ± c h2

b2 - 1( )在式(9. 30)表示的双曲线

上.
当 | h | = b 时,(9. 27)变为

x2

a2 - z2

c2
= 0,

y = b
{ 或

x2

a2 - z2

c2
= 0,

y = - b.
{

这是两条相交于点(0,b,0)或(0, - b,0)的直线,即
x
a ± z

c = 0,

y = b
{ 或

x
a ± z

c = 0,

y = - b.
{

用平行于 yOz 坐标平面的平面去截单叶双曲面(9. 27),可以得到与用平行于 xOz 坐标

平面的平面去截完全类似的结果.
综上可知,单叶双曲面(9. 27)的形状如图 9 - 33 所示.

在(9. 27)中,如果 a = b,它就变成单叶旋转双曲面
x2

a2 + y2

a2 - z2

c2
= 1.
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　 　 　 　 　 图 9 - 33　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 9 - 34　 　 　 　 　 　 　

2. 双叶双曲面

在空间直角坐标系下,方程

x2

a2 + y2

b2 - z2

c2
= - 1(a > 0,b > 0,c > 0)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 32)

表示的曲面称为双叶双曲面.
从方程(9. 32)可知,双叶双曲面也关于 3 个坐标平面、3 条坐标轴和坐标原点都对称.

曲面上的点满足 z2≥c2,所以曲面被分成 z≥c 和 z≤ - c 两叶. 类似地,我们也可以用平行截

割法讨论它的形状,如图 9 - 34 所示.

在(9. 32)中,如果 a = b,它就变成双叶旋转双曲面
x2

a2 + y2

a2 - z2

c2
= - 1.

三、抛物面

1. 椭圆抛物面

在空间直角坐标系下,方程

x2

a2 + y2

b2 = 2z(a > 0,b > 0)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 33)

表示的曲面称为椭圆抛物面.
从方程(9. 33)可知,椭圆抛物面关于 xOz 和 yOz 坐标平面以及 z 轴对称,但它没有对称

中心. 因为 z = 1
2

x2

a2 + y2

b2( )≥0,所以曲面全部落在 xOy 平面的一侧,即在 z≥0 的那一侧.

用 xOy 坐标平面去截椭圆抛物面(9. 33),截得一点(0,0,0),这点称为椭圆抛物面的顶

点. 用 xOz 和 yOz 坐标平面来截椭圆抛物面(9. 33),所得交线方程分别为

x2 = 2a2 z,
y = 0{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 34)

和

y2 = 2b2 z,
x = 0.{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 35)

这是两条抛物线,它们所在的平面相互垂直,有相同的顶点(原点)和对称轴( z 轴),并
且还有相同的开口方向( z 轴正方向) .

用平行于 xOy 坐标平面的平面 z = h(h > 0)去截椭圆抛物面(9. 33),所得交线方程为
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x2

2a2h
+ y2

2b2h
= 1,

z = h.
{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 36)

这是平 面 z = h 上 的 一 个 椭 圆, 它 的 两 轴 端 点 坐 标 分 别 是 ± a 2h,0,h( ) 和

0, ± b 2h,h( ). 容易验证,它们分别在式(9. 34)和式(9. 35)表示的抛物线上. 于是,椭圆抛

物面(9. 33)可以看成是由一个椭圆变动(大小位置都改变)而形成的,这个椭圆在变动过程

中保持所在平面与 xOy 坐标平面平行,并且两轴端点分别在式(9. 34)和式(9. 35)表示的两

条定抛物线上滑动.
用平行于 xOz 坐标平面的平面 y = t 去截椭圆抛物面(9. 33),所得交线方程为

x2 = 2a2 z - t2

2b2( ),
y = h.

{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 37)

这是一条抛物线,它与抛物线(9. 34)全等(即有相同的焦参数),它所在的平面与抛物

线(9. 34)所在平面平行,并且还有相同的开口方向. 另外,它的顶点 0,t, t2

2b2( )落在抛物线

(9. 35)上.
可见,取两条所在平面相互垂直有相同顶点和对称轴以及有相同开口方向的抛物线,让

其中一条抛物线平行于自身所在的平面,并使其顶点在另一条抛物线上滑动,那么第一条抛

物线的运动轨迹就是一个椭圆抛物面.
综上可知,椭圆抛物面(9. 33)的形状如图 9 - 35 所示. 在式(9. 33)中,如果 a = b,它就

变成旋转抛物面 x2 + y2 = 2a2 z.

图 9 - 35 　 　 　 　 　 　
图 9 - 36

2. 双曲抛物面

在空间直角坐标系下,方程

x2

a2 - y2

b2 = 2z(a > 0,b > 0)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (9. 38)

表示的曲面称为双曲抛物面.
显然,和椭圆抛物面一样,双曲抛物面也关于 xOz 和 yOz 坐标平面以及 z 轴对称,但它没

有对称中心.
类似地,我们也可以用平行截割法讨论双曲抛物面的形状,如图 9 - 36 所示. 从图形来

看,双曲抛物面大致像一只马鞍子,所以双曲抛物面也叫作马鞍面.
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1. 设 a = (1,2,1),b = ( - 2,0, - 3),c = (0,0,2),求 3a - 2b + 5c.
2. 设 A( - 1,2,3),B(1,1,1),C(0,0,5),求
(1)AB→的方向余弦,并求AB0→;
(2)AB→·AC→,AB→ × AC→.
3. 设球面的一般方程为 x2 + y2 + z2 - 2x + y - 3z = 0,求其球心与半径.
4. 将平面方程 2x + 3y - 4z - 12 = 0 化为截距式.
5. 平面 π 在 x 轴上截距为 2,在 z 轴上的截距为 - 2,且平行于 y 轴,求平面 π.

6. 将直线的一般方程 L:
2x - y + 1 = 0,
y - z + 6 = 0{ 化为点向式方程及参数式方程.

7. 求过一点 M(1, - 1,2)且垂直于平面 π:3x - z = 0 的直线方程.

8. 求过两个点 A(1, - 1,0),B(0,1,1)且与直线

x = t,
y = 1 + 2t,
z = - 1 + t

ì

î

í

ïï

ïï
平行的平面方程.

9. 求过一点 P( - 2,0,1)且与 a = (3,1, - 1),b = (1, - 1,0)均垂直的直线方程.

10. 求过一个点 P( - 1,2, - 1)和直线 L:
x - y + z = 0,
2x + 5y - z + 4 = 0{ 的平面方程.

11. 求两个平行平面之间的距离:π1:2x - y + 2z = 0 与 π2:2x - y + 2z + 4 = 0.
12. 已知在平面 π:x - y + z + 1 = 0 上有两个点 A(0,1,0),B(1,4,2),且有一条在 π 上的

直线 L,在其上任意一点与 A,B 等距. 求此直线 L 的方程.
13. 求与两定点 P(c,0,0),Q( - c,0,0)的距离之和为定值 2a(a > c > 0)的点的轨迹,并

说明表示什么图形.

数学史话　 1637 年, 笛卡儿(1596—1650,法国数学家)发表了著名的哲学著作《更

好地指导推理和寻求科学真理的方法论》 . 该书的附录中题为《几何学》的一篇公布了

作者长期深思熟虑的坐标几何的思想, 实现了用代数研究几何的宏伟梦想. 他用两条

互相垂直且交于原点的数轴作为基准, 将平面上的点位置确定下来, 这就是后人所说

的笛卡儿坐标系. 笛卡儿坐标系的建立, 为人们用代数方法研究几何架设了桥梁.
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